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主要内容与基本要求

主要内容

失真度与平均失真度；

信息率失真函数及其性质；

信息率失真函数的计算；

保真度准则下的信源编码定理。

基本要求
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6.1 引言

前两章分别讨论了无失真信源编码和有噪信道编码定理。总的来说，

无论是理想的无噪信道还是有噪信道，只要信息率小于信道容量，总能

找到一种编码，从而以任意小的错误概率，任意接近信道容量的传输率

在信道上传送信息。

无失真信源编码：

无失真信道编码：

反之，如果信息传输率大于信道容量，就不存在能实现无失真传输的

编码。如连续信源的绝对熵为无穷大，因此无法实现无失真传输。

幸运的是，实际的信息处理过程往往允许存在一定的失真，允许失真

可以降低对系统信息率要求，提高传输效率。（如人的感官系统）
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6.1 引言

然而，什么是允许的失真？如何对失真进行描述？在允许一定程度失

真的条件下，能够把信源信息压缩到什么程度？信息率失真理论回答了

这些问题，论述了在限失真范围内的信源编码问题。信息率失真理论是

量化、数模转换、频带压缩和数据压缩等现代通信技术的理论基础。

基本的研究方法：把有失真的信源编码器看作有干扰的信道，信道的

输入为信源的输出，输出即为编码后的有失真的输出符号。

在所有满足失真要求的信道中，寻找输出信息率最小的。

信源编码器
{ }1 2, , , RX a a a∈ { }1 2, , , SY b b b∈

有干扰信道
X Y

( )|Y XP
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6.2 失真度与平均失真度

失真测度是信息率失真理论的基础。

6.2.1 失真度

定义（失真度）：设某信源 的符号取自集合 ，经过

信源编码器，输出 的符号构成集合 。对应于每一对输入

输出 ，定义一个非负实值函数

衡量信源符号 编码为符号 所引起的误差或失真，称之为 间的

失真度，或称失真函数。

失真函数的值可人为地规定。较小的值代表较小的失真，

表示没有失真。如一般失真函数可以定义如下：

X { }1 2, , , Ra a a
Y { }1 2, , , Sb b b

( ), 0 1, , ; 1, ,i jd a b i R j S≥ = =
( ),i ja b

( ),i ja bia jb

( ), 0i jd a b =

( ) 0,
,

, 0,
i j

i j
ij ij i j

a b
d a b

a bα α
=⎧

= ⎨ > ≠⎩
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6.2 失真度与平均失真度

失真矩阵

设编码器共有 个输入符号和 个输出符号。将所有可能的 失

真函数排成如下的矩阵形式：

称之为失真矩阵。

若失真矩阵的每一行都是同一集合A中各元素的不同排列，且每一列

也都是同一集合B中各元素的不同排列，则失真矩阵具有对称性。以这种

具有对称性的失真矩阵来度量失真的信源称为失真对称信源。

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

S

S

R R R S

d a b d a b d a b
d a b d a b d a b

d a b d a b d a b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

D

R S R S×
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6.2 失真度与平均失真度

例6.1 离散信源 ，当编码器的输出符号与输入符号相同时，认

为没有失真，失真度为0；而当输出符号与输入符号不同时，就存在失

真，且具有相同的失真度。因此失真函数可定义为：

这种失真常称为汉明失真。

汉明失真矩阵为方阵，其对角线元素为0，非对角线元素为1。

特别地，当 时，失真矩阵为：

R S=

( ) 0,
,

1,
i j

i j
i j

a b
d a b

a b
=⎧

= ⎨ ≠⎩
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6.2 失真度与平均失真度

例6.2 删除信源。输入符号 个，输出符号 个。若输出符号

与输入符号相同，无失真；若输出符号与输入符号不同且不是 ，则

为有失真；如果输出符号为 ，则为有失真，但其影响只是其他失真

情况的一半。因此，失真函数可以定义为：

失真矩阵为：

R 1S R= +
1Rb +

1Rb +

0,
( , ) 1, , 1

1/ 2, 1
i j

j i
d a b j i j R

j R

=⎧
⎪= ≠ ≠ +⎨
⎪ = +⎩
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D

当 时，为二元删除信源
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6.2 失真度与平均失真度

例6.3 平方误差失真。输入输出符号数 ，当编码器的输出符号

与输入符号相同时，认为没有失真，失真度为0；而当输出符号与输入符

号不同时，就存在失真，失真的严重程度用输入输出符号差的平方来度

量。因此失真函数定义为： 。失真矩阵为：

如： ， ， ，则失真矩阵为：

R S=

2)(),( jiji babad −=
2 2 2

1 1 1 2 1
2 2 2

2 1 2 2 2

2 2 2
1 2

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

R

R

R R R R

a b a b a b
a b a b a b

a b a b a b

⎧ ⎫− − −
⎪ ⎪− − −⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪− − −⎩ ⎭

D

3R = { }0,1,2X ∈ { }0,1, 2Y ∈
0 1 4
1 0 1
4 1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

D

2013-6-6 《信息论与编码》－－保真度准则下的信源编码 11

6.2 失真度与平均失真度

从以上例子可以看出：

失真函数 是人为规定的，给出其规定时应该考虑解决问题

的需要以及失真可能引起的损失、风险或者主观感觉上的差别等因素。

常用的失真函数还有以下几种。

绝对失真：

相对失真：

通常，选择一个合适的、与主观特性匹配且数学上易于处理的失真函

数是非常困难的。

6.2.2 平均失真度

输入输出符号是随机的，因此单符号失真函数 也是一个随机

变量，它出现的概率为 。

( ),i jd a b

( , )i j i jd a b a b= −

( , )i j i j id a b a b a= −

( ),i jd a b
( ),i jP a b
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6.2 失真度与平均失真度

对所有可能编码符号组合求平均，即为信源在该编码器下的平均失真

度，通常用其表示整个信源的失真大小。

用 表示信源符号 出现的概率， 表示编码器将 编码

为 的概率。因此，平均失真度可表示为：

平均失真度是对给定信源分布 经过某一种符号转移概率分布

为 的有失真编码器后所产生的失真的总体量度。

以上定义可以推广到 次扩展信源的情况。

可以证明：离散无记忆平稳信源 的 次扩展信源通过无记忆编码器

编码后的平均失真度 ，是单符号平均失真度的 倍，即：

1 1
( , ) ( , )R S

i j i ji j
D P a b d a b

= =
=∑ ∑

( )iP a ia

jb
( )|j iP b a ia
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6.3  信息率失真函数及其性质

6.3.1 保真度准则与D失真许可的试验信道

定义（保真度准则）：通常要求由编码器引起的平均失真不能超过某

一给定的限定值 ，即要求 。称这种对失真的限制条件为保真度

准则。

平均失真度与信源的统计特性、失真度以及编码器的特性有关。在实

际分析中通常只关心某一方面的影响，此时可假设其它参数固定不变。

比如，在给定信源的概率分布及失真函数 条件下，可以研究

如何选择适当的编码器，从而使平均失真度满足保真度准则。

如前所述，我们可以将有失真信源编码器假想为一个有干扰的信道，

这样就可以用分析信道传输的方法来研究限失真信源编码问题。此时，

选择满足失真条件的编码器的问题就转化为一个信道选择问题。

将满足保真度准则的试验信道称为 失真许可的试验信道。

D D D≤

( ),i jd a b

D
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6.3  信息率失真函数及其性质

把所有 失真许可的试验信道组成一个集合，用 表示，即：

6.3.2 信息率失真函数

对给定的信源及失真函数，人们总希望在满足一定失真要求的情况

下，使信源传给信宿的信息传输率尽可能的小。即在满足保真度准则的

情况下，寻找信源必须传给信宿的信息率的下限。

从接收端来看，就是在满足保真度准则的情况下，寻找再现信源消息

所必须获得的最低平均信息量。而接收端获得的平均信息量即为通过信

道的平均互信息。因此，上述问题就转化为寻找满足保真度准则且平均

互信息最小的试验信道，即在集合 中寻找平均互信息最小的信道。由

于平均互信息是前向转移概率分布的下凸函数，所以该最小值存在。

D DB
( ){ }| :D j iB P b a D D= ≤

DB
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6.3  信息率失真函数及其性质

将上述满足保真度准则时信源所必须传输的最小平均互信息量称为信

息率失真函数，简称率失真函数。

可证明，对离散无记忆平稳信源的 次扩展编码，有

信息率失真函数的物理意义：对给定信源，在满足一定失真度要求的

条件下，信息率可以压缩到的最小值（信源必须输出的最小信息率）。

信息传输速率本质上是描述信源特性的，因此 也应该是仅仅用

于描述信源。

若信源消息经无失真编码后的信息传输速率为 ，而在保真度准则下

信源编码输出的信息率为 ，且 。这说明在保真度准则条

件下的信源编码与无失真情况相比得到了压缩。

率失真函数仅取决于信源特性和保真度要求，与信道特性无关。

( )
{ }

|
( ) min ( ; ) min ( ; )

j i D D DP b a B
R D I I

≤∈
= =X Y X Y

N ( ) ( )NR D NR D=

( )R D

( )R D
R

( )R D R<
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6.3  信息率失真函数及其性质

信息率失真函数与信道容量的比较

压缩损失的信息量噪声干扰消失的信息量

结论

编码器映射关系信源分布选择参数

信源分布信道转移概率给定条件

信源信道研究对象

率失真函数R(D)信道容量C

( ){ }iP a

( ){ }|j iP b a

( ){ }|j iP b a

( ){ }iP a

( )
( ) ( )

;

|

I X Y

H X H X Y

=

− ( )|H X Y ( )|H X Y

( )
{ }

|
( ) min ( ; )

j i DP b a B
R D I

∈
= X Y

( )
{ }max ( ; )

iP a
C I= X Y
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6.3  信息率失真函数及其性质

信道容量表示信道的最大传输能力，反映的是信道本身的特性，应该

与信源无关。但平均互信息量与信源的特性有关，为排除信源特性对信

道容量的影响，在所有的信源中以那个能够使平均互信息量达到最大的

信源为参考，从而使信道容量仅与信道特性有关，信道不同，C亦不同。

信息率失真函数描述信源本身的可压缩特性，它应该与信道无关。因

此用所有可行信道中能够使平均互信息量达到最小的信道为参考，从而

使信息率失真函数仅与信源特性有关，信源不同，率失真函数亦不同。

信道容量给出了信道可能传输的最大信息量，是无差错传输的上限。

引入信道容量的目的是为信道编码服务，即为提高通信的可靠性服务。

率失真函数给出了保真度条件下信源信息率可被压缩的最低限度。引

入率失真函数是为信源的压缩编码服务，或者说是为提高通信的有效性

服务。
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6.3  信息率失真函数及其性质

6.3.3 信息率失真函数的性质

从直观感觉可知，若允许的失真越大，所需的信息传输速率越小。下

面讨论率失真函数的一些基本性质。

1. 率失真函数 的定义域

(1)     和

给定信源 及失真矩阵 ，信源的平均失真度为

由于失真函数是非负实函数，所以平均失真度的理论下限是零。

实际信源的最小平均失真度为：

( )R D ( )max0, D

min( )R DminD
( ), iX P a⎡ ⎤⎣ ⎦ D

1 1
( , ) ( , )R S

i j i ji j
D P a b d a b

= =
=∑ ∑

( )

( )

min min ( | ) ( , )

min ( | ) ( , )

i j i i ji j

i j i i ji j

D P a P b a d a b

P a P b a d a b

⎡ ⎤= ⎣ ⎦
⎡ ⎤= ⎣ ⎦

∑ ∑
∑ ∑
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6.3  信息率失真函数及其性质

显然，若选择试验信道使得对每一个符号平均编码失真达到最小，

总的平均失真度也达到最小值。对某个固定的符号，它编码为不同输出

的失真函数组成失真矩阵的某一行，其中必有一个或多个相等的最小

值，用 表示。失真矩阵某一行中所有等于最小失真的列的

下标构成集合 。

如果按如下方式选择试验信道，

可得信源的最小平均失真度为：

min ( , )j i jd a b
( ) ( ){ }: , min ,i j j i jJ j d a b d a b= =

( )

( )

| 1
1, 2, ,

| 0

j i
j J

j i

P b a
i R

P b a j J
∈

⎧ =
⎪ =⎨
⎪ = ∉⎩

∑

( )min
1

( ) min ,
R

i i jji
D p a d a b

=

⎡ ⎤= ⋅ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑
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6.3  信息率失真函数及其性质

实际的允许失真度是否能达到零，与单个符号的失真函数有关。只有

当失真矩阵中每行至少有一个零元素时，信源的平均失真度才能达到

零。此时 。

为满足保真度准则 ，试验信道 ，所以，通

过试验信道的平均互信息量为

即：为满足保真度准则，信宿 必须从信源 获得的信息量，等于信

源 的信息熵 。那么，信源 必须输出的最小信息率，即信源

的信息率失真函数为

上式是否成立与失真矩阵的形式有关。只有当失真矩阵中每行至少有

一个零，且每列最多只有一个零时，上式才成立。

min 0D =

min 0D D= = ( )| 0H X Y =

( ) ( ) ( ) ( ); |I X Y H X H X Y H X= − =

Y X
X X X( )H X

( ) ( ) ( )min 0R D R H X= =
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6.3  信息率失真函数及其性质

例6.4 删除信源 ，试验信道输出 ，失真矩阵为

求最小允许失真度 ，满足最小失真度的试验信道，及 。

解：最小允许失真度

按前述达到最小平均失真度的试验信道的选择方法，可得信道矩阵：

显然，这是一个理想信道，

因此， #

{ }: 0,1X { }: 0,1,2Y
0    1    1/2
1    0    1/2
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

D

minD ( )minR D

( ) ( )
2 2

min
1 1

( ) min , 0 0i i j iji i
D p a d a b P a

= =

⎡ ⎤= ⋅ = ⋅ =⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑

( )
1 0 0

|
0 1 0

y x
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P

( ) ( );I X Y H X=

( ) ( ) ( )min 0R D R H X= =
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6.3  信息率失真函数及其性质

例6.5 信源 信宿 ，失真矩阵

求最小允许失真度 ，满足最小失真度的试验信道，及 。

解：最小允许失真度

满足最小失真度的试验信道应该满足如下条件：

满足上述条件的信道有无穷多个，

( )
0 1 2

1 3 1 3 1 3
X

P x
⎛ ⎞ ⎧ ⎫

= ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎩ ⎭⎝ ⎠

{ }: 0,1Y 0 1
1 2 1 2
1 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

D

minD ( )minR D

min
1 1 1 1 10 0
3 3 2 3 6

D = ⋅ + ⋅ + ⋅ =

( )
( ) ( )

( )

0 | 0 1
0 | 2 1| 2 1

1|1 1

p
p p

p

=⎧
⎪ + =⎨
⎪ =⎩

( )
1 0

| 1 , 0 1
0 1

y x p p p
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − < <⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P
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6.3  信息率失真函数及其性质

联合概率矩阵 信宿概率分布

互信息熵

易求得，当 时，互信息熵取最小值。所以：

#

( )

1 0
3

1,
3 3

10
3

p px y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ( )1
1

3
pP b +

=

( )2
2

3
pP b −

=

( ) ( ) ( ); |

1 3 2 3 1 1 1log log log log
3 1 3 2 3 3 1

I X Y H Y H Y X

p p p p
p p p p

= −

⎛ ⎞+ − −
= + − +⎜ ⎟+ − −⎝ ⎠

1 2p =

( ) ( ) ( )min 1 2
1 2; | log 2 log 2 log 2 log3
3 3pR D I X Y H X== = − = < =

( )
1 0

| 1
0 1

y x p p
⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P
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6.3  信息率失真函数及其性质

(2)     和

根据定义，率失真函数是所有满足保真度准则的信道能传输的平均互

信息的最小值。又平均互信息具有非负性，其下限值为零。因此率失真

函数也是非负的，下限值也为零。

把能使平均互信息量 的最小平均失真度定义为最大允许

的失真度 。

当平均互信息量等于零时，信道的输入随机变量和输出随机变量之间

一定统计独立，即有

根据平均失真度的定义，在此情况下的最小值为：

max( )R DmaxD

maxD
( ); 0I X Y =

( ) ( )| , 1, 2, ,j i jP b a P b j S= =

'
min

( / ) ( )1 1 1 1

min ( ) ( / ) ( , ) min ( ) ( ) ( , )
j i j

R S R S

i j i i j i j i jp b a p bi j i j

D p a p b a d a b p a p b d a b
= = = =

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∑∑ ∑∑
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6.3  信息率失真函数及其性质

显然， ，这些值总有一个或多个最小值，

设所有取最小值的下标组成集合 。选择 ，使得 ，

而其余 ，则上式取得最小值，此即为最大允许的失真度：

可见，最大允许的失真度由信源的概率分布和规定的失真函数确定。

此时，率失真函数

当允许的失真度超过最大允许失真度时，信源不需输出任何信息。

综上，一般情况下， 的定义域为 。

当 时， 。

( ) 1 1

min ( ) ( ) ( , )
j

S R

j i i jp b j i

p b p a d a b
= =

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑ ∑

( ) ( ), 0,i i ji
P a d a b j> ∀∑

J ( ) 1jJ
P b =∑( )jP b

( ) 0jP b =

{ }'
minmax 1

min ( ) ( , )R
i i jij

D D p a d a b
=

= = ∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )max ; | 0R D I X Y H Y H Y X H Y H Y= = − = − =

( )R D ( )max0, D

min maxD D D< < ( ) ( ) 0H X R D> >
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6.3  信息率失真函数及其性质

2. 率失真函数是允许失真度的下凸函数

在允许失真度的定义域内任选 、 ， 且 。证明：

证明：对某信源 和失真函数 ，设信道

与 的信息率分别达到 和 ，用 与 分别表示这

两个信道的输出。则

构造一个新的试验信道：

该信道的平均失真度为：

1D 2D , 0θ θ ≥ 1θ θ+ =

( ) ( ) ( )1 2 1 2R D D R D R Dθ θ θ θ+ ≤ +

( ),X P x⎡ ⎤⎣ ⎦ ( ),i jd a b ( )1 |j iP b a
( )2 |j iP b a ( )2R D( )1R D 1Y 2Y

( ) ( ) ( )1 1 1 1; ; ( | ) ( , )i j i i ji j
R D I X Y D P a P b a d a b= = ∑ ∑
( ) ( ) ( )2 2 2 2; ; ( | ) ( , )i j i i ji j

R D I X Y D P a P b a d a b= =∑ ∑

( ) ( ) ( )1 2| | |j i j i j iP b a P b a P b aθ θ= +

( ) ( | ) ( , )i j i i ji j
D P a P b a d a b=∑ ∑
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6.3  信息率失真函数及其性质

因此该信道属于 许可的试验信道集合。设该信道的输出

为 ，信源通过该信道的互信息熵为 ，则有

由于互信息熵是信道转移概率的下凸函数，所以有

以上两式结合，可得：

得证 #

( ) ( )1 2( | ) ( , ) ( | ) ( , )i j i i j i j i i ji j i j
P a P b a d a b P a P b a d a bθ θ= +∑ ∑ ∑ ∑

Y ( ),I X Y
1 2D Dθ θ+

( ) ( )1 2;I X Y R D Dθ θ≥ +

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2; ; ;I X Y I X Y I X Y R D R Dθ θ θ θ≤ + = +

( ) ( ) ( )1 2 1 2R D D R D R Dθ θ θ θ+ ≤ +

( ) 1 2( | ) ( | ) ( , )i j i j i i ji j
P a P b a P b a d a bθ θ⎡ ⎤= +⎣ ⎦∑ ∑

1 2D Dθ θ= +
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6.3  信息率失真函数及其性质

3. 率失真函数是严格递减的连续函数

下凸性意味着率失真函数是连续的，率失真函数的连续性可以通过互

信息熵是信道转移概率的连续函数来证明。

率失真函数是非增的。因为若 ，则 。

可以利用它的下凸性证明它是严格递减的。

综上所述，可以得出如下结论：

（1） 是非负的实数，即 　 。其定义域为 ，

值域为 。

（2） 是关于 的下凸函数，因而也是关于 的连续函数。

（3） 是关于 的严格递减函数。

2 1D D>
2 1D DB B⊃

( )R D ( )max0, D( ) 0R D ≥
( )( )0, H X

( )R D
( )R D DD

D
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6.3  信息率失真函数及其性质

D

R(D)

0

R(D1)

Dmax

H(X)

D1

(a) 离散系统

D

R(D)

0 Dmax

H(X)

(b) 连续系统

信息率失真函数的曲线
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6.4  保真度准则下的信源编码定理

定理（限失真信源编码定理） 设离散无记忆信源的信息率失真函数

为 ，并且选定有限的失真函数 。对任意的允许平均失真度

和任意小的正数 。

当信息率 时，只要信源序列长度 足够长，一定存在一种

信源编码方式 ，其译码后的平均失真度

反之，若 ，则无论采用什么样的编码方式，其译码失真必

大于允许失真度，即

( )R D D
ε

L

( )D C D ε≤ +

( )R R D>

( )R R D<

0D ≥

C

( )D C D>


