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p 人 神经网络用于联想记忆

 双向联想记忆

 小结
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1982年到1986年，美国物理学家Hopfield在美国科学院院刊上陆续发表了

几篇论文，提出了反馈神经网络理论，报导了相应的研究成果，成为新一轮神

经网络研究高潮的标志。因此，把这种单层反馈网络称为Hopfield网络。

下表是Hopfield网络和前向多层网络的简单比较。

前向多层网络 Hopf ield 网络

网络连接形式 不含反馈连接 包含反馈连接

输出输入关系
简单映射关系，不考

虑滞后效应

要考虑输出输入间的延迟，

要用差分或微分方程描述
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虑滞后效应 要用差分或微分方程描述

学习算法
误差修正法（ BP 算

法），收敛慢
Hebb 规则，收敛快

应用（功能） 分类、联想 分类、联想、优化计算

稳定性理论 分析简单 分析复杂
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Hopfield的主要贡献有：

<1> 提出了利用能量函数研究反馈网络稳定状态的方法。

<2> 给出了利用模拟电子线路实现反馈型人工神经网络的电路模型。

<3> 成功求解了人工智能的典型难题——TSP问题。

以此为基础，人们对Hopfield网络进行了深入研究，主要有以下几个方面：

寻找Hopfield网络的稳定性规律并进而研究其信息容量；提出各种改进的

Hopfield网络模型；参照Hopfield电子线路模型研究人工神经网络的硬件实现方

法；借助能量函数方法用Hopfield网络求解优化计算、组合数学、人工智能问
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法；借助能量函数方法用 p 络求解优化计算 合数学 人 智能问

题的多种实例。

本章主要讨论Hopfield人工神经网络的网络模型，以及其在优化计算、联

想记忆方面的应用，并简单介绍Hopfield网络的稳定性问题。
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§3.2 Hopfield人工神经网络的电路
模型及其能量函数

一、电路模型

Hopfield用模拟电子线路构造了反馈型人工神经网络的电路模型 如图3-1Hopfield用模拟电子线路构造了反馈型人工神经网络的电路模型，如图3-1
所示。电路中的基本元件如下：

1u 2u Nu
1C C C

1R 2R NR

1I 2I NI
1Nw 2Nw

12w
2Nw

1Nw21w
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1V
2V NV

1C 2C NC

图3-1 Hopfield神经网络电路模型
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1. 用具有正、反向输出的运算放大器模仿神经元的非线性函数关系。第

个神经元输出电压 与输入电压 之间的关系为S形函数，如图3-2所示。

i
iV iu

是归一化基准值。当 时，

成为硬限幅函数。

2. 输入电容 和电阻 ，决定着电路

的时间常数 它使放大器的输出相对于输

 
02

0

1 11 tanh
2 1 i

i
i i i u u

uV f u
u e

  
        

0u
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iC iR
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的时间常数，它使放大器的输出相对于输

入有一定的延时，这可以用来模仿神经元

的动态特性。

3. 连接电导 ，是第 个神经元的输

出和第 个神经元的输入之间的连接电导，
ijw j

i 0u0u 0
0

iu
0.12

图3-2 神经元特性曲线
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§3.2 Hopfield人工神经网络的电路
模型及其能量函数

它模仿神经元之间的突触作用。也可以用电阻 来表示， 。

4. 外加偏置电流 ，模仿神经元的阈值作用。

ijR 1ij ijR w

iI
图3-3是第 个神经元输入节点处元件的相互连接关系，显然，由KCL定律

我们可得：

令

i

i
1

ij
ij

R
w

 iI iR

iC
iu

jV
 ij j i i

j

i i
i

i

w V u I

du uC
dt R
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令

得
iV iV

iu

图3-3 神经元输入节点处的元件连接关系

1 1
ij

ji i

w
R R
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如果各神经元参数相同，并取 ， ；令 。则有：iR R 1iC C  RC 

i idu u V I  · · · · · · · · · EQ3.5

个神经元的方程构成 元联立非线性微分方程组。给定一个初值，可以

求出此方程组的解；如果方程组的解为一组确定值，则表明系统演变的最终结果

将得到一个稳定状态。所以，具体应用时都需要研究它的稳定性，稳定状态存在

的规律及性质。

 
1,2, ,

i i
ij j i

j

i i i

du u w V I
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的规律及性质

二、能量函数

Hopfield利用非线性动力学系统理论中的能量函数法（Liapunov第二方法）

为网络建立了能量函数，借此研究反馈神经网络的稳定性，并利用此方法建立了

求解优化问题的系统方程式。
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§3.2 Hopfield人工神经网络的电路
模型及其能量函数

· · · · · · EQ3.6 1

0

1 1
2

iV

ij i j i i i
i j j i ii

E w VV f V dV I V
R





   
  

具有能量的量纲。

下面证明： 对时间的导数为负值，且达到稳定状态时， 取极小值。

使用复合微分

利用突触权重的对称性 ，可得

2 i j j i iiR

E
E E

i

i i

dE E dV
dt V dt
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· · · · · · · · · · · · EQ3.8

与EQ3.3 比较，有 所以：

ij ji

i
ij j i

ji i

E uw V I
V R
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du uC w V I
dt R
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i i
i

i

dE du dVC
dt dt dt

   1

其中 ，

由右图，可知 。

2

i i i
i

i i

i i
i

i i

du dV dVC
dV dt dt

du dVC
dV dt

 

    
 







0

0iC   2 0idV dt 
0du dV 
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由右图，可知 。

所以 ，

且当 时， 。

以上结果说明，随着时间的推移，在状态空间中，网络总是朝能量函数

减小的方向运动，网络达到稳态时 取极小值。

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

0i idu dV 

0idV dt 
0dE dt 

0dE dt 

E
E
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如果神经元非线性函数 是硬限幅函数，则EQ3.6中的第二项（积分项）

等于零。所以能量函数 的表达式可以简化为：

f
E

· · · · · · · · · · · · · · · EQ3.13

其实，在一般情况下，当 为sigmoid函数时，如果 的值接近于1或0，
那么它的变动对积分结果的影响也不大，能量函数也可以近似为上式。

其矩阵形式为：

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.14

1
2 ij i j i i

i j j i

E w VV I V


   
f iV

1 T TE   V WV V I
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Q

设神经元数目为 ，那么式中 是 维列向量， 是 的转置， 是

的方阵， 也是 维列向量。

2
V WV V

N V N TV V W N N
I N
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一、Tank与Hopfield人工神经网络A/D变换器

模拟量 数字量Vx

32 16 8
8

8
8

8
8

32
16

4

4
4

2

2

32 2
2 1

0.5

0V3V 2V 1V

x 模拟输入

1V
参考电压

模拟量 数字量

9 1001

8 1000

右 图 为 Tank 和

Hopfield给出的神经网

络A/D变换器的原理电

iVx
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3V 2V 1V 0V
数字输出

图3-7 人工神经网络A/D变换器

络A/D变换器的原理电

路图。要求：当网络

稳定以后，其输出 接

近于0或1，且与模拟

量 满足如下关系：

iV

x
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· · · · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.25
3

0

2i
i

i

x V



为了完成此A/D变换电路的设计，需要根据要求建立Hopfield网络的能量

函数，并由此计算出网络的各突触电导值 。

A. 因为要求电路的转换功能完成以后，模拟量 与数字量 之间满足

EQ3.25，所以能量函数中应该包含下式：

· · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.26

ijw
x

iV

23

0

1 2
2

i
i

i

x V
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B. 要求输出 尽量靠近0或1。由于运放的输出是连续的，为保证输出数字

量，能量函数中要附加下式：

· · · · · · · · · · · · · · · EQ3.27

iV

   
3 2

0

1 2 1
2

i
i i

i

V V


 



《神经网络导论》讲义 第三章 Hopfield神经网络

西安交通大学电信学院 3-4

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY§3.3 Hopfield神经网络A/D变换器

此式大于等于0，只有当 或1时取最小值0。
其中系数的选择是为了保证突触连接电导矩阵 的对 0.2

0.3

0iV 
W

· · · · · · · EQ3.28

将此式与“标准的”Hopfield能量函数表达式

角元素为0，即当 时， 。

将EQ3.26与EQ3.27相加，整理并去除与变量 无

关的项，可得如下的能量函数： 0 0.5 1
0

0.1

j i 0ijw 

iV

    
3 3 3

2 1

0 0 0

1 2 2 2
2

ii j i
i j i

j i i
i j

E VV x V

  


      
More...
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将 式与 标准的 p 能量函数表 式

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.13

进行比较，可得电路中的电导值为：

1
2 ij i j i i

i j j i

E w VV I V


   
 

 2 1

2

2 2

i j
ij

i i
i

w

I x
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其中， 表示各突触的电导值，利用运放的反相输出可以实现式中的负号。

神经元偏置电流表达式由两项组成，第一项表示参考电压源和运放输入之间连
ijw

 接的电导值，若参考电压为 ，则电导值为 ；第二项表示模拟输入到

各运放所经过的电导值，即 。显然这是一组归一化的电导值。

实际电路中还需要做以下修正：

(1) 当运放输出电压为0至 伏时，有

(2) 当参考电压源为 时，相应的一组电导值为：

1V  2 12 i

2i

BBV
 2 i j

ij BBw V 

RV
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( ) 当参考电压源为 时 相应的 电导值为

(3) 当输入信号 的最大值为 时，相应的一组电导值为：

RV
 2 12 i

RV

x HV
42 2

16

i i

H H
V V
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神经网络A/D变换器的优点包括：(a) 由于它是并行工作的，所以比一般

的串行A/D变换器速度快；(b) 比一般的并行A/D变换器结构简单，需要的运放

少。

这种电路的缺点是存在迟滞（hysteresis）现象。

1000

1010

1100

1110

数字输出

1000

1010

1100

1110

数字输出

输入连续增大

输入连续减小
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0 2 4 6 8 10 12 14

0000

0010

0100

0110

1000

模拟输入

图3-8 正确工作情况下的A/D转换关系

0 2 4 6 8 10 12 14

0000

0010

0100

0110

1000

模拟输入

图3-9 迟滞现象
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出现迟滞现象的原因是：在给定输入模拟量的情况下，该电路的能量函数

存在多个极小值，其中只有一个是全局最小值，其余为局部极小值，当系统收

敛到局部极小解时，就出现错误映射。

解决办法：

(1) Tank与Hopfield指出，如果在每次变换之前先输入零，则可以避免

（减小）迟滞现象。但电路复杂度增大，工作速度降低。

(2) 利用非对称Hopfield人工神经网络。
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张宁、郑君里，“非对称人工神经网络A/D变换器”，电路与系统学报，

1991，2。
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二、非对称Hopfield神经网络及相应的A/D变换器

（一）非对称Hopfield网络结构（ ）非对称Hopfield网络结构

VV V V

x

12T

13T
14T

23T
24T34T

1V

1I4I 3I 2I
1K2K3K4K
1L2L3L4L

网络结构如右图所示。可

以看到，网络结构有如下特点：

高位输出只对低位输入有反馈，

而低位输出对高位没有影响。

网络的这个特点使得该网络总

是稳定的 且不存在局部极小
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1V4V 3V 2V

4V 3V 2V 1V

图3 非对称Hopfield网络A/D变换器

是稳定的，且不存在局部极小

值。下面我们将证明这一点。

对神经元的要求：单调连

续，权值 。0ijT 
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（二）关于网络稳定性和唯一性的证明

证明中要用到如下的定理。

【定理】 考虑微分方程

其中 为实常数， ， 为连续函数，若方程满足：

(a) ；

(b) 微分方程的特征方程的根具有负实部，

       1 1
1 1

n n
n ny a y a y a y t
    

1 2, , , na a a 0na   t

 lim
t

t b
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那么它的所有解当 时，趋于 。

1. 稳定性

对于图示的网络来说，根据KCL，其运动方程为

· · · · · · · · · · · · · · · (1)

t  nb a

1

N
i i

i ij j i
j i i

du uC T V I
dt R 
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其中 ， 。

当 时，有

0ijT  1, 2, ,i N 
i N当 时 有

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2)

由于 ，根据上述定理（ ）有

时，(2)式的稳态解为

其中上标 代表平衡状态。

当 时 有

i N
N N

N N
N

du uC I
dt R

 

0, 0N NR C 
1 ,n N
N

a b I
R

 

t  
e
N N Nu R I e
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当 时，有

· · · · · · · · · · · · (3)

由于 ，其中 是神经元功能函数，且 是单调连续的。

1i N 

1 1
1 1, 1

1

N N
N N N N N

N

du uC T V I
dt R

 
  



   

 N NV g u  g u g 
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所以：

根据上述定理，有

 lim e
N Nt

V g u




根据 述定理 有

同理可证，对 ，方程(1)的稳态解为

· · · · · · · · · · · · · · · (4)

可见方程(1)的解当 时是稳定的，且与初始条件无关。

唯 性

 1 1 1, 1 1lim e
N N N N N N Nt

u R T g u R I    
  

1, 2, ,i N 

 
1

N
e e
i i ij j i i

j i

u R T g u R I
 

  
t  
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2. 唯一性

当方程(1)达到稳定时， ，那么从方程(1)显然可以得到其平衡

状态的解为：

· · · · · · · · · · · · · · · · · (5)

0i
i
duC
dt



 
1

e N
ei

ij j i
j ii

u T g u I
R  
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由于 对于某一具体输入是确定的，因此方程(1)的解是唯一的。比较(4)、

(5)两式，可见两者是一致的，所以由方程(1)所描述的网络的解是唯一的，且
iI

解的吸引域为整个空间。

（三）非对称Hopfield网络的优点

1. 不存在局部极小点问题；2. 该系统总是稳定的。

（四）在A/D变换中的应用

为了用这个网络实现A/D变换，必须在网络输出与模拟输入之间建立一定

的关系 使这些输出能代表模拟输入的值 设图中运放的输出高电平为 伏A
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的关系，使这些输出能代表模拟输入的值。设图中运放的输出高电平为 伏，

低电平为 伏，模拟输入的动态范围为 伏，那么网络输出 应满足：

· · · · · · · · · (6)

其中 ， 为A/D变换器的位数，展开(6)式

A
CB jV

 
1

1

2 1 2 2 10.5 0.5
N j NN

j
j

x V B x
C K C





 
    

K A B  N
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1 1 11

1 1

2 1 2 2 2 2 10.5 0.5
N j i j Ni N

j i j
j j i

x V B V B V B x
C K K K C

  

  

 
         

因为 ，所以

     
1 1

1 1 11

1 1

2 1 2 2 2 2 10.5 0.5

j j i

N j i j Ni N

j i j
j j i

x V B V B V B x
C K K K C

  

  

  

 
         

 
11 1

1 1

1 1

2 2 2 1
ji i

j i
j

j j

V B
K

 
 

 

    

   
1 1

12 1 2 20.5 2
N j iN

i
j ix V B V B

 


     

2004-8-8 《神经网络导论》－－Hopfield神经网络 3-22

· · · · · (7)

定义如下决策函数：

   

 
1

1

1

2 1 20.5

j i
j i

N jN

j
j i

C K K

x V B
C K
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· · · · · · · · (8) 
1

1

1

2 1 20.5 2
N jN

i
ii j

j i

u x V B
C K




 


    

和决策函数有如下关系。当 时，根据(7)式的右半不等式，有

当 时，根据(7)式的左半不等式，有

iV AiV

   

 

1 1
1

1

1
1

1

2 1 2 20.5 2

2 1 20.5 2 0 0

N j iN
i

j i
j i

N jN
i

j ii
j i

x V B V B
C K K

x V B u
C K
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所以有

i

 
1

1

1

2 1 20.5 2 0 0
N jN

i
j ii

j i

x V B u
C K




 


      

0
0

i ii

i ii

V A u
V B u
 

  

当 时

当 时

，

,
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反过来，当 时，有0iiu 

 
1

12 1 20 0 5 2
N jN

i V B


   

 

   

1

1

1
1

1

1 1
1

1 1
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而当 时，有0iiu 

 
1

12 1 20 0 5 2
N jN

iu x V B
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所以有

 
1

12 2
i

i
i iV B V B

K


    

0
0

ii i

ii i

u V A
u V B

 
  

当 时

当 时

，

,
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由此可见， 与 的对应关系和 与 的对应关系是一致的。因此决策函

数 就决定了A/D变换器第 位取值所应遵循的规则，也就确定了网络方程的稳

iiu iu
iV iV

iiu i
定解。根据这一点就可以导出相应的网络参数。

网络的稳态解为

比较可得：

 
1

N
e e
i i ij j i

j i

u R T g u I
 

  

12 1, ,j
ijT K j i N   
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由式中的 可以确定：

 12 1 0.5 2 2 2 1, 2, ,
N

i N i
i

BI x i N
C K




 

     




iI

 12 1 0.5 2 2 2 1, 2, ,
N

i N i
i i

BK L i N
C K


      

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY§3.4 Hopfield网络用于求解TSP

一、TSP命题

TSP是Travelling Salesman Problem的缩写，中文称为“旅行商问题”，TSP是Travelling Salesman Problem的缩写，中文称为 旅行商问题 ，

它是一个经典的人工智能难题。

I

H

G

F

D

TSP命题是：设有 个城市A、B、C…，它

们之间的距离分别为 、 、… …。

问题是寻找一条闭合路径，此路径经过每个城

市且只经过一次，最后返回起始城市，要求路

径的长度最短。

N
ABd ACd BCd

2004-8-8 《神经网络导论》－－Hopfield神经网络 3-27

J
E

C

B

A
图3-4 10个城市的TSP路径示意

如图3-4是 时的一种可能路径。其

路径长度为

不难求得，对于给定的 可能存在的路径

10N 

AJ JC CB EAd d d d d    
N
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数为 。如果按照传统的方法，先计算出所有可能路径的长度然后再搜

索最优路径，那么随着 的增大，计算量将急剧增大。

 1 1 !
2

N 

N
实际应用中，这类问题往往不需要得到严格的最优解，近似最优、准最优

的解也是可以接受的。例如，图3-4中的路径也许就是准最优的。

二、求解TSP的网络模型

1. TSP状态与结果的表示

如果用行表示城市，用列表示步

数 那么我们就可以用表 所示的矩

1 2 3 4 5
A 0 1 0 0 0

表3-1 置换矩阵
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数，那么我们就可以用表3-1所示的矩

阵来表示TSP的状态与结果。例如，表

中的矩阵表示的路径顺序是CAEBD，

路径总长度为

A 0 1 0 0 0
B 0 0 0 1 0
C 1 0 0 0 0
D 0 0 0 0 1
E 0 0 1 0 0CA AE EB BD DCd d d d d d    
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这种矩阵称为置换矩阵（permutation matrix），它具有以下特点：

(1) 每行只有一个“1”，其余元素为“0”；

(2) 每列只有一个“1”，其余元素为“0”；

(3) 全部元素中“1”的总和为 。

2. 网络模型

这样，我们就可以用 个神经元组成Hopfield神经网络，当网络达到

稳定状态时，各神经元的状态对应置换矩阵的各元素值（“1”或“0”）。各

城市间的距离 、 、…等作为一组约束信息确定神经元之间的连接强

N

N N

ABd ACd
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度 。我们期望网络演变的最终结果给出最优解，即网络给出的置换矩阵所

对应的路径是最短路径。

为了便于和置换矩阵对应，神经元的输出电压用双下标表示，如 ，其

中第一个下标 代表城市名（如A，B等），第二个下标 代表路径顺序（如1，
2等）。相应地，放大器的输入电压也用双下标表示，记为 。

ijw

XiV
X i

Xiu
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为了完成网络电路的设计，需要求出其中的连接电导和偏置电流。因此，

我们要根据优化目标构造能量函数，所建立的能量函数应该满足以下两方面的

要求：(1) 网络稳定时，也即能量函数达到最小值时，神经元的输出符合置换

矩阵的形式；(2) 网络稳定时，置换矩阵对应的路径最短。

为满足(1)，能量函数中应包括下式：

· · EQ3.17

式中的 为实系数。其中第一项是置换矩阵所有各行每行内各元

2

2 2 2Xi Xj Xi Yi Xi
X i j i i X Y X X i

V V V V V N  
 

    
 

  

  、 、
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式中的 为实系数 其中第 项是置换矩阵所有各行每行内各元

素两两交叉相乘（不包括自乘）的各种组合，此项是为了保证使置换矩阵的各

行中1的个数不大于“1”；第二项是为了保证使置换矩阵的各列中“1”的个数

不大于1；第三项是为了保证置换矩阵中共有 个“1”。当EQ3.17取最小值0时，

网络的输出符合置换矩阵形式，其所代表的路径是一条“合法”路径。

 

N
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为了满足(2)，能量函数应包含下式

EQ3 18 d V V V
 · · · · · · · · · · · · EQ3.18

上式表示的是某条“合法”路径的长度，我们希望它越小越好。要注意的

是，上式中的下标按“模 ”规律确定，即 。

将上两式结合，得到能量函数表达式为：

 , 1 , 12 XY Xi Y i Y i
X Y X i

d V V V 




N , ,Y N j Y jV V 

2 2Xi Xj Xi Yi
X i j i i X Y X

E V V V V 
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· · · EQ3.19

把此式和“标准的”Hopfield神经网络能量函数（EQ3.13）相比较，就可

以求得连接权值和阈值。

 
2

, 1 , 1

2 2

2 2

X i j i i X Y X

Xi XY Xi Y i Y i
X i X Y X i

V N d V V V 
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· · · · · · · · · · · · · · · EQ3.13

为了方便比较 我们把“标准”能量函数改写为双下标的形式

1
2 ij i j i i

i j j i

E w VV I V


   
为了方便比较，我们把“标准”能量函数改写为双下标的形式：

为了清楚地表示比较结果，引用如下符号：

· · · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.20

通过比较 我们可以得到

,
1
2 Xi Yj Xi Yj Xi Xi

X i Y j X i

E w V V I V   

 
 

1
0ij

i j
i j




  

More...
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通过比较，我们可以得到：

· · · · · · · EQ3.21

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.22

   
 

,

, 1 , 1

1 1Xi Yj XY ij ij XY

XY j i j i

w

d

   

    

    

  

XiI N
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下面导出描述TSP网络的状态方程式，由EQ3.9，并令 ，有iC C
iE duC

 

考虑到神经元非线性函数不一定是硬限幅函数，需要在能量函数表达式中

增加 函数积分项，最后求得：

EQ3 23

i

C
V dt




 1
if V

 , 1 , 1

Xi Xi
Xj Yi Xi

j i Y X X i

XY Y i Y i

du u V V V N
dt

d V V
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· · · · · EQ3.23

这是 个神经元状态方程式的通用表达式。为求TSP的优化结果，需

要求解 个非线性一阶联立微分方程组。

 

 
0

1 1 tanh
2

Y X

Xi
Xi Xi

uV f u
u

 
  
    
   

N N
N N
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三、仿真实验

Hopfield给出了TSP的计算机仿真实例。实验中参数选择如下：Hopfield给出了TSP的计算机仿真实例。实验中参数选择如下：

初始条件为： ，

满足 时， 以利于收敛；

为随机噪声。

010 1 0.02N u  

500 200 500      

00Xi Xiu u u 

00u

0 00.1 0.1Xiu u u  

0t  10Xi
X i

V 

I

H

G

F

D
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利用数值计算方法对此微分方程组求解，

经过若干次迭代即可求得各神经元的最终状

态。给定不同的 ，就可能得到不同的最

终状态，其中有一些可能是最优的，另一些

可能是准最优的。图3-6是两种可能的解。

0 0Xi

Xiu J

G

E

D

C

B

A
图3-6 两种可能的解
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关于仿真实验的几点讨论：

1 的选择对计算结果有较大的影响 太小的 将使优化路径过于粗略u u1. 的选择对计算结果有较大的影响。太小的 将使优化路径过于粗略，

所得结果与最优状态相差较远。而太大的 则使最终的 难以接近1或0，即

难以得到正确的置换矩阵形式。

2. 系数 的选择也很重要，其中 的选择更为重要。

3. 实验结果表明，选择20组不同的 进行实验，其中大部分结果收敛于

接近最优的路径，包括最优路径。对于 ，共有181440条路径，所以这

种算法改善计算效率为

0u 0u
0u XiV

, , ,    

Xiu
10N 

5
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种算法改善计算效率为： 。

四、Hopfield网络求解TSP的意义、存在的问题及影响

利用Hopfield网络求解TSP的成功引起了人们极大的兴趣，但也存在着一

些问题。

520 181440 10
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1. 可以得到最优或接近最优的解，与人脑分析这种问题的特点相似。

2. 借助计算机进行仿真，只能证实这一方法的可行性，不一定能改善计算

速度。

3. 如果用硬件实现，则解题时间仅是运放过渡特性时间常数的量级，非常

快。而目前硬件实现的进展不顺利。

4. 按照Hopfield提出的方法计算TSP时，收敛效果并不好。已有很多文章

从不同角度对此方法进行了改进。

5. Hopfield网络的构成原理既不同于数字计算机，也不同于传统的模拟计
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算机，它在结构原理和功能效果方面更接近人脑的特征。在解决TSP以外的许

多优化问题中都取得了一定的进展，提供了一种解决优化问题的新思路，表现

出了引人注目的潜在能力。

6. TSP属于NP难题，Hopfield网络求解TSP的方法对众多NP问题的研究有

一定的启发。



《神经网络导论》讲义 第三章 Hopfield神经网络

西安交通大学电信学院 3-10

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY§3.4 Hopfield网络用于求解TSP

五、NP理论简介

在研究算法时，需要研究算法的“时间复杂性”与“空间复杂性”。在研在研究算法时，需要研究算法的 时间复杂性 与 空间复杂性 。在研

究算法时间复杂性的过程中逐步形成了NP理论，它已成为组合数学研究领域中

的重要组成部分。

假定计算对象的规模为 ，那么算法所需的时间将随 的增加而增大，

其增长规律可能有以下几种类型：

(1) 对数型：

(2) 多项式型：

N N

log N
2 3N N N 

2004-8-8 《神经网络导论》－－Hopfield神经网络 3-37

(2) 多项式型：

(3) 指数型：

(4) 阶乘型：

如 ，算法的时间复杂性为 ，其中 表

示取数量级。而FFT算法的时间复杂性为 。

, , ,N N N 
2 , 3 , 4 ,N N N 

!N
  38 5 6T N N N    3O N  O 

 2logO N N
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通常认为算法的时间复杂性存在多项式界时，计算时间是可以接受的，如

果超出多项式界，那么计算时间将随 的增大而急剧增长，则该算法在实际应N
用中很难被接受。一般情况下有如下结论：

NP理论指出：如果算法的时间复杂性存在多项式界(Polynomial bounded)，
则称为P类。如FFT算法。有许多问题，其算法的时间复杂度肯定超出多项式界，

如求一个图的所有树。此外，还有许多问题未能证明它超出多项式界，但又未

找到有效算法 称之为“非确定型多项式(N d t i i ti P l i l)问题”

         
   

2log log 2

3 !

N

N

O N O N O N N O N O

O O N
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找到有效算法，称之为“非确定型多项式(Nondeterministic Polynomial)问题”，

简称NP问题。当然，这不是NP问题的严格定义。

NP理论不期望寻找NP问题的具体算法，而是着重证明这类问题相互等价

性，即证明它们的困难程度相当，如果其中一个问题获得多项式解法，则此类

问题全部获得解决。

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY§3.5 Hopfield网络用于求解货流问题

一、以二值状态实现数字编码的几种方式

在某些优化计算中，输出结果需要连续取值。这可以利用连续时间连续幅在某些优化计算中，输出结果需要连续取值。这可以利用连续时间连续幅

度工作下的运放来实现，也可以用二值数据编码来实现。

1. 二进制

是一种一对一的映射，无冗余，虽然节省神经元的数目，但容错性较差。

· · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.47

如

1

1

2
q

k
d k

k

N V



 
5 101 7 111 
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2. 简单求和制

是一种一对多的映射，和二进制相比，表示相同的数字需要更多的神经元，

但容错性好。

· · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.48

5 101 7 111 

1

q

d i
i

N V
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如

3. 分组求和加权制

5 1010111, 0011111, 1101011, 7 1111111 

是上述两种方案的折衷。把 bit分成 组，每组 bit， 。

每组内使用简单求和制，各组之间使用 进制的加权求和制。

· · · · · · · · · · EQ3.46

例如： 则

Kq M q KM

1M 

   
1

1
1 1

1
K M

k
d k M i

k i

N M V

 
 

    
 

6, 2, 3q K M  
   1 0100100 4 1 0 0 4 1 0 0
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当 、 时，即每组只有一位，相当于不分组，可得二进制表达

式EQ3.47；而当 、 时，即只分一组，此时可得简单求和制的表达

式EQ3.48。

1M  K q
M q 1K 

   1 0100100 4 1 0 0 4 1 0 0 5        
5 100001, 001100, 010010, 
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二、货流问题描述

货流问题（Hitchcock Problem）又称为运输问题。货流问题（Hitchcock Problem）又称为运输问题。

设有 个货源 ，每个源储存的（可供应的）物资量为 。

有 个用户 ，每个用户需要的物资量为 。从源 到用户 运

送单位物资量的消耗费用为 。在以上条件下，确定一组从 到 运送物资的

流量 ，使其满足供销平衡且总的消耗费用最小。

可以用数学语言描述如下：

m 1, 2, ,x m  xS
n 1, 2, ,y n  yD x y

xyC x y

xyf

i
m n

C f
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· · · · · · · · · · · EQ3.49

· · · · · · · · · EQ3.50

· · · · · · · · · EQ3.51

1 1

min xy xy
x y

C f
 

 
 


1

1,2, ,
n

xy x
y

f S x m


  

1

1,2, ,
m

xy y
x

f D y n
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图3-11是 情况下的供销关系示意图。

假定已知消耗矩阵如下表：

4 5m n 、

经分析计算可以得到如下的流量矩阵：

1S 3S

2S

1D

3D

2D

y
x 1 2 3 4 5

1 5 1 7 3 3

2 2 3 6 9 5

3 6 4 8 1 4

4 3 2 2 2 4
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4S 5D4D

图3-11 货流问题供销关系

1D 2D 3D 4D 5D

2 7 3 2 4
1S 5 0 5 0 0 0
2S 3 2 1 0 0 0
3S 4 0 0 0 2 2
4S 6 0 1 3 0 2
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问题是：如何用人工神经网络来求解这一问题？

三、用Hopfield网络求解货流问题三、用Hopfield网络求解货流问题

流量矩阵中的每个元素值以 个神经元的状态按数字编码（分组加权求

和）的方式表示，因此求解货流问题需要的神经元个数 。我们用三

个下标 确定神经元的位置，其中 表示流量矩阵中的元素序号，

而 表示神经元在该元素的 个位置中的序号。如下表所示：

q
N qmn

x y j、 、 xy
j q

y n2y 1y  
j j j

q q q2 1 11 22
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1x 

x m

2x 


  q q q2 1 11 22

1,2f2,1,2V
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引用EQ3.46，用分组求和加权法表示流量 ：

§3.5 Hopfield网络用于求解货流问题

xyf

  1
K M

k   · · · · · · · · · · · · EQ3.52

由于矩阵元素是用分组求和加权制表示的，所以下标 。

下面我们根据优化目标构造能量函数。

(1) 神经元的输出要尽量接近0或1，即二值化，能量函数应包括：

   
1

, 1
1 1

1 k
xy xy k M i

k i

f M V

 
 

    
 

 1j k M i  

 
211 1 2

m n K M
kA M V  
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借用函数 来满足这个要求。

(2) 供货量约束

所有用户对某一源的需求应为源的供货量。

0 0.5 1

-1

-0.5

0
   , 1

1 1 1 1

1 1 2
2 xy k M i

x y k i

M V  
   

    
   21 2 0 1V V   
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2
1

, 1
1 1 1 1

1
2

m n K M
k

x xy k M i
x y k i

B S M V

 
   

 
  

 
 

(3) 需货量约束，所有货源对某一用户的供货量等于这个用户的需货量。

(4) 消耗费用最小约束。

y 

   

2
1

, 1
1 1 1 1

1
2

n m K M
k

y xy k M i
y x k i

C D M V

 
   

    
 

 
2

1
m n K M

kD  
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由于消耗费用恒为正值，所以上式中的平方可以去掉。以上四项相加，即

为完整的能量函数，它与“标准”的Hopfield能量函数（EQ3.13）比较，就可

以得到网络中的连接权值（电导）和阈值（偏置电流）。

   
1

, 1
1 1 1 1

1
2

k
xy xy k M i

x y k i

D C M V  
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为了方便比较，将EQ3.13式改写为与本问题相同的形式：

1 m n K M m n K M

E V V

借助上一节定义的 符号，通过比较可得：

       

   

, 1 ; , 1 , 1 , 1
1 1 1 1 1 1 1 1

, 1 , 1
1 1 1 1

1
2 xy k M i x y k M i xy k M i x y k M i

x y k i x y k i

m n K M

xy k M i xy k M i
x y k i

E w V V

V I

              
          

   
   

 





 

      1
, 1 ; , 1 4 1 k

xx yy kk iixy k M i x y k M iw A M    
           

ij
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· · · · EQ3.55

EQ3.56

   

   
 

2 2

2

1 1

1

k k k k
xx yy

k k
xy x y

B M C M

D M C C

     
 

 
 

   

 

       1 1 1
, 1 2 1 1 1k k k

x yxy k M iI A M B M S C M D  
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如果令 、 ，那么可以得到二进制编码方式的连接权和阈值：1M  K q
14 2k

k k kkw A   
     

· · · EQ3.58

· · · · · · · · · · · · EQ3.59

如果令 、 ，那么就可以得到简单求和制编码方式的连接权和阈值：

· · · · · · · · · · EQ3.60

M q 1K 

;

2 2 2

4 2

2 2 2
xyk x y k xx yy kk

k k k k k k
xx yy xy x y

w A

B C D C C

  

 
     

       
     

1 12 2 2k k k
xyk x yI A B S C D    

4w A  
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Q

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.61

; 4xyi x y i xx yy ii

xx yy xy x y

w A

B C DC C

  

 
     

   



  

2xyi x yI A BS CD   
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Hopfield网络除用于优化计算外，也可以用于联想记忆或分类。在上一章，

我们曾讨论过用前向多层神经网络实现异联想，和分类的情况类似，异联想可

以用一种映射关系来描述。

本节我们以印刷体字符识别为例，讨论Hopfield网络用于联想记忆的原理、

学习和识别的算法步骤。

待识别的8个标准字符如图3-12所示。

         ,s s s s sX Y X X Y   

样本数 ，每个字符用120个黑

白象素（ ）表示。我们可以用列

8M 
12 10
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图3-12 8个标准字符

矢量 来描述字符。

· · · EQ3.62

其中， 为矢量维数。

X

 
 

0 1 1

1,1

T
N

N

x x x 
 


  

X

X



120N 
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网络模型如图3-13所示。利用标准样本对网络进行训练（学习），可以求

得网络的突触权重连接矩阵 ，从而使网络可以完成联想记忆的功能。W

0x 1x 2Nx  1Nx 

……
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0y 1y 2Ny  1Ny 

图3-13 Hopfield网络模型
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算法步骤如下：

① 利用Hebb规则学习，求w

· · · · EQ3.63

② 利用未知输入样本初始化

· · · · · · · · · · · EQ3.64

   
1

0

,
0 1

0 ,

M
s s

i j
sij

x x i j i
w N

j
i j





        
  



 0 0 1i iy x i N   
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其中 表示节点 在 时刻的输出； 是输入信号的第 元素。

③ 运算、迭代至收敛

· · · · · · · EQ3.65

 iy t i t  1,1ix   i

   
1

0

1 , 0 1
N

i ij j
j

y t f w y t i N
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其中， 是神经元非线性函数。重复上述计算过程，直至 不再

改变。最终，节点的输出描述了未知输入与样本的最佳匹配。

 f   iy t k

④ 返回②，可以再输入一个未知样本。

以上算法可以用矩阵形式表示如下：

· · · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.66

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.67

EQ3 68

 
1

0

M
T

s s
s

I




 W X X

 0 Y X

   f  
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· · · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.68

其中， 为单位阵。

如果输入样本没有噪声，即输入的是标准样本，运算将一次迭代成功，输

出 等于输入 。如果输入样本含有噪声，即输入 ，那么需要经过若

干次迭代，最终收敛后使 与某个样本 一致。

   1t f t    Y WY

I

Y X  X X
Y X

More...
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在仿真实验中，把样本“3”的25％的元素随机取反，经过6次迭代，最后

输出收敛于标准样本“3”。

为实现联想记忆功能，我们希望网络最终收敛至预期的标准样本，即希望

通过训练使样本成为网络的稳定状态。然而，稳定状态出现的规律十分复杂。

(1) 给定一组样本，经训练得到 ，网络将对应有一组稳定状态。除此之

外，还可能有多余的稳定状态，称为伪稳定状态。

(2) 并非任何一组样本经训练后都可以构成一组稳定状态。

(3) 给定一个加噪的样本，最终不一定收敛到与其汉明距离最近的标准样

w
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( ) 给定 个加噪的样本 最终不 定收敛到与其汉明 离最 的标准样

本。

(4) 各样本之间的汉明距离分布对联想记忆功能的正确实现有重要影响。

若样本之间相互正交（汉明距离是输入矢量维数的一半），效果最好。

(5) 一定时， 越小越好。MN
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双向联想记忆，Bidirectional Associative Memory(BAM)，是一种异联想，

它可以存储两组矢量。

表示 维矢量，

表示 维矢量。

各 个矢量构成 对矢量 。

双向联想记忆可以

   0 1 1, , , 1,1 NT
Na a a   A A N

   0 1 1, , , 1,1 PT
Pb b b   B B P

M M  , , 0, 1, , 1s s s M A B 

 




A B
A B

B A
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当有噪声或缺损时，联想功能可使样本对复原。

利用人工神经网络实现BAM有多种结构形式，这里只介绍最基本的一种，

Kosko型BAM网络，其网络模型如图3-16所示。

 B A

XI’AN  JIAOTONG  
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W

:B 0b 1Pb 1b
……

为正向传输 的突

触权重连接矩阵； 是反向传

输的权重连接矩阵

W B A
TW

自联想 双向联想

W

TW

:A 0a 1Na 2a1a
……

图3-16 双向联想记忆网络模型

输的权重连接矩阵。

当输入任意矢量时，网络

要经过若干次迭代运算演变至

稳定状态。下面通过与自联想

记忆的对比来说明网络的演变

过程。

2004-8-8 《神经网络导论》－－Hopfield神经网络 3-54

自联想 双向联想
   
   

 

1

1 2

t t

t t

t k

 

  

 

WY Y

WY Y

Y



迭代直至收敛、稳定

   
   

   

1

1 2

2 3

T

t t

t t

t t

 

  

  

WB A

W A B

WB A

A B


直至 、 均为稳定状态
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网络的学习（训练）按Hebb规则。

假设给定 个样本对： 。则M      0 0 1 1 1 1, , , ,M M A B A B A B

· · · · · · · · · · EQ3.95

如果BAM网络神经元的阈值等于零，那么称为齐次BAM网络。定义齐次

BAM网络的能量函数为

· · · · · · · · · · EQ3.97

因为

M      0 0 1 1 1 1, , , ,M M 
1 1

0 0

;
M M

T T T
s s s s

s s

 

 

  W A B W B A

  1 1,
2 2

T T TE   A B A WB B W A
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因为

所以

· · · · · · · · · · · · · · · · EQ3.99

   T TT T T T T T  B W A B A W A WB A WB

 , TE  A B A WB
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对非齐次BAM网络，其能量函数定义为：

· · · · · · · · · · · EQ3.100 , T T TE    A B A WB A θ B μ Q

其中 ， 为 的第 个元素 对应的阈值。

， 为 的第 个元素 对应的阈值。

若神经元非线性函数 为硬限幅特性，以 表示，则描述BAM动态特性

的差分方程式如下：

正向传输（ ）：

 , W θ μ
 0 1 1, , , T

N   θ 

 0 1 1, , , T
P   μ 

i iA ia

j B j jb
f sgn

B A
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EQ3.101 
   

   

1 1

0 0

1

0

sgn
1

P P

ij j i ij j i
j j

i P

i ij j i
j

w b t w b t
a t

a t w b t

 



 

 





  
    

    
  

 



当 0时

当 0时
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反向传输（ ）：A B

   
1 1

sgn 1 1
N N

w a t w a t 
        当 0时

EQ3.102

下面我们证明，网络在演变过程中能量函数 递降，即 。

设 发生变化，由于其取值为－1或1，所以 的取值为－2，2两种情

况。为书写简便，下面的推导省去时序变量。

 
   

   

0 0

1

0

sgn 1 1
2

1 1

ij i j ij i j
i i

j N

j ij i j
i

w a t w a t
b t

b t w a t

 



 





          
    

 



当 0时

当 0时

E 0E 

ia ia
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由EQ3.100可得：

· · · EQ3.103

       

 
1 1

0 0

T T T

N P

i ij j i
i j

E

a w b 
 

 

         

 
    

 
 

A WB A θ A WB θ
More...

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY§3.7 双向联想记忆

如果 ，即 从1变为－1，由EQ3.101可知必有

故有

2ia   ia
1

0
P

b 


 0E故有 。

如果 ，即 从－1变为1，由EQ3.101可知必有

故有 。

第二次实验

0

0ij j i
j

w b 


  0E 

2ia  ia
1
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0
P

ij j i
j

w b 




  0E  联系
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第 次实验

双向联想记忆BAM

地址：http://home.xjtu.edu.cn/teacher/zhangjg

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY§3.8 本章小结

本章我们讨论了Hopfield网络的电路模型及其能量函数。在此基础上介绍

了Hopfield网络A/D变换器及非对称网络的A/D变换器；讨论了用Hopfield网络

求解TSP问题及货流问题，这些都是Hopfield网络的典型应用。最后，介绍了

Hopfield网络在联想记忆方面的应用。

Hopfield网络的几个主要特点：

(1) Hopfield网络是一个复杂的动力学系统，稳定性分析成为不可回避的困

难问题，这不同于前向网络，它是一种输入到输出的映射模型。

(2) Hopfield网络的学习（训练）主要采用Hebb规则，收敛速度较前向网
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络快得多。

(3) Hopfield网络可以用于优化计算和联想记忆，两者实际上是对偶的。在

优化计算方面，由于Hopfield网络较成功地求解了NPH问题，因此人们对它寄

予厚望。

XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY附录A. EQ3.28的推导
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XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY附录B. 对TSP双下标的说明

1,2 AAw 1,1 ABw 1,2 ABw 1,3 ACw



1AV 2AV 3AV 4AV 1BV 2BV 3BV 4BV 1CV 2CV 3CV 4CV

     1,1,, 11   ijijXYXYijijXYYjXi dw 
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XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY附录C. 对自联想记忆的说明

假设现在输入的是标准样本 ，那么0X
  0sgn WXY
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XI’AN  JIAOTONG  
UNIVERSITY

附录D.
对双向联想记忆能量变化的说明

设从 时刻到 时刻，系统由 联想 ，则t 1t B A
         BθAWBAE TTT

已知 ，令 可得：

         μBθAWBA 11111  tttttE TTT

         μBθAWBA tttttE TTT 

   tt BB 1    tt AAA  1

   
         TTTT tttt

tEtEE
AAWBAA 



11
1
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