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§3.6.1 线性规划问题

线性规划是运筹学的一个重要分支，它的主要研究内容是在

一组线性约束条件下对线性的价值函数寻优。在众多科学领域，特

别是管理、经济领域中，线性规划的应用都非常重要。

线性规划的一般数学描述如下：
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§3.6.1  线性规划问题

目标函数 [ ]M in AV [ ]M ax AV或

矩阵表示：

线性规划问题的一个简单实例是在最优利润条件下安排产品在一组设

备上的加工。

约束条件 DV B≥ DV B≤或

若 、 表示在规定期限内两种产品的产量， 、 分别表示每生产一

件 或 所得之利润， 、 、 、 ，是4种设备上在规定期限的有效

1V 2V 1a 2a
V V B B B B
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件 或 所得之利润， 、 、 、 ，是4种设备上在规定期限的有效

台时数，产品 、 在4种生产设备上加工所需时间分别为 、 、 、

和 、 、 、 。为了在不超过所有设备能力的条件下得到最大利

润，确定 和 的值。

1V 2V 1B 2B 3B 4B

1V 2V 11D 21D 31D 41D

12D 22D 32D 42D

1V 2V
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§3.6.1  线性规划问题

我们可以建立此问题的数学模型，它的数学表达式如下：

目标函数

约束条件

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤+
≤+
≤+
≤+

4242141

3232131

2222121

1212111

BVDVD
BVDVD
BVDVD
BVDVD

1 1 2 2[ ]Max a V a V+
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⎩

1 1 2 2,A a A a= − = −取 ，上述的目标函数转化为：

1 1 2 2[ ]Min AV A V+
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§3.6.2  线性规划网络的电路模型及其能量函数

20世纪80年代，美国物理学家Hopfield提出了反馈型人工神经网络

的理论，同时给出了一种利用反馈神经网络求解线性规划的解决方案，的理论，同时给出了一种利用反馈神经网络求解线性规划的解决方案，

被称为线性规划网络。

目标函数

约束条件

⎪

⎪
⎪
⎨

⎧

≤+
≤+
≤+

3232131

2222121

1212111

BVDVD
BVDVD
BVDVD

1 1 2 2[ ]Min AV A V+
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下面给出Tank与Hopfield利用人工神经网络求解上述线性规划的电

路模型。
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§3.6.2  线性规划网络的电路模型及其能量函数
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1V 2V 1ϕ 2ϕ 3ϕ 4ϕ

左边变量放大器的输出电压与输入电压的关系为： ( )i iV f u=

右边约束放大器的输出电压与输入电压的关系为： )( ii ug=ϕ
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由上图的结构可以得出右边约束放大器的输出与输入电流之间的关系

式为： )(∑ −= BVDgϕ

§3.6.2  线性规划网络的电路模型及其能量函数

)(∑=
i

jijij BVDgϕ

如果不考虑约束放大器的响应时间，在第 个变量放大器的输入节

点按KCL应满足：

i

( ) i i
ji j i i i

j i

du uD u A c
dt R

ϕ− − = + +∑

∑udu

i iI A= −
iR
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§3.6.2  线性规划网络的电路模型及其能量函数

电阻R为输入节电处各电阻的并联值： ∑+=
j

ji
i

D
RR
11

1

0

1( ) ( )iV

k k ji i j
k j i i

E A V G D V B f V dV
R

−= + − +∑ ∑ ∑ ∑ ∫

Tank与Hopfield给出了这种神经网络的能量函数：

0

( ) ( )
x

x
G x g x dx= ∫其中：

dx
xdGxg )()( =或
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dx

下面与Hopfield网络类似，推导此能量随着时间的演化关系。
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§3.6.2  线性规划网络的电路模型及其能量函数
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0

0 0i

dE
dt

dV dE
dt dt

⎧ ≤⎪⎪
⎨
⎪ = → =
⎪⎩

E
以上结果说明，在状态空间中，网络总是朝能量函数 减小的方向运

动，网络达到稳态时 取极小值。
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§3.6.3 线性规划网络求解二维线性规划
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⎩

及 函数的选取保证了当输入变量V违背了约束条件时，

网络能量迅速上升，从而保证了演变结果对约束方程的满足。

( )G x ( )g x
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§3.6.3 线性规划网络求解两维线性规划

变量放大器的输入输出的关系函数 我们就取简单线性函数：

2 3 2

( )k k ji i jE A V G D V B= + −∑ ∑ ∑

考虑线性规划网络的标准能量函数，还缺少一项:

∑∑ ∫∑ ∫ ==−

i

i

i

V i

i

V

R
V

dV
V

R
dVVf

R
ii

ββ 2
1)(1 2

00

1

xxf β=)(

β很大时，该项
可以忽略。
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是 的积分，有
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§3.6.3 线性规划网络求解两维线性规划

1 2(2 3 )Max V V+
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§3.6.4 线性规划网络求解DFT变换

长度为 的有限长序列 ，其离散傅里叶变换 仍

然是一个长度为 的频域有限长序列

( )x nN ( )X k

N然是一个长度为 的频域有限长序列N

[ ]

[ ]

1
(2 / )

0

1
(2 / )

0

( ) ( ) ( )

1( ) ( ) ( )

N
j N kn

n

N
j N nk

k

X k DFT x n x n e

x n IDFT X k X k e
N

π

π

−
−

=

−

=

⎧ = =⎪⎪
⎨
⎪ = =
⎪⎩

∑

∑

由于复数的存在，不能直接应用线性规划求解DFT，这里我们通

2005.8 第三章 Hopfield神经网络 167

由于复数的存在，不能直接应用线性规划求解DFT，这里我们通

过DHT（离散哈托莱变换）求解DFT。

设一组实数采样序列 ( ), 0 1x n n N= − , N点的DHT的正反变换为：
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⎪⎪
⎨

⎧
= ∑

−

=
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0
)2()()(

N

n
H nk

N
casnxkX π

§3.6.4 线性规划网络求解DFT变换

⎪
⎪
⎩

⎨
= ∑

−

=

1

0

0

)2()(1)(
N

k
H

n

nk
N

caskX
N

nx π

( ) cos( ) sin( )cas x x x= +其中变换核函数

可以证明此核函数的两点性质：

2π
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2( )cas nk N
N
π

以 为周期

2 2 2( ) ( ( ) ) 2 cos( )cas nk cas N n k nk
N N N
π π π

+ − =
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− − =
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§3.6.4 线性规划网络求解DFT变换

相同长度的DFT与DHT的关系：

)()()( kjOkEkX HHF −= )()()( kjOkEkX HHF

其中： [ ])()(
2
1)( kNXkXkE HHH −+= [ ])()(

2
1)( kNXkXkO HHH −−=

因此，我们可以将求DFT转化为求DHT这个只有实数运算的变换。

∑
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§3.6.4 线性规划网络求解DFT变换

DHT反变换：
1

0

1 2( ) ( ) ( )
N

H
k

X k cas nk x n
N N

π−

=

=∑ ( 0,1,2, 1)n N= −

写成矩阵形式如下： HDX X=

(0) (0) (0) (0)
2 2(0) ( ) ( 2)

2 21 (0) ( 2) ( 4)

2 2

cas cas cas cas

cas cas cas
N N

cas cas casD
N NN

π π

π π

π π

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥
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( ) ( ) ( )2 20 1 1 2cas cas N cas N
N N
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

结合线性规划网络的模型，可以将矩阵D作为线性规划约束网络

的互连电导矩阵。

( )1
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1( ) iV

k k ji i j
k j i i

E A V G D V B f V dV
R

−= + − +∑ ∑ ∑ ∑ ∫
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§3.6.4 线性规划网络求解DFT变换

0=kA f

xxf β=)( g
考虑线性规划网络的能量函数，取 ，变量放大器函数

取为线性函数， ，约束放大器函数 也取为线性函数 xxg α=)(xxf β)( g取为线性函数， ，约束放大器函数 也取为线性函数 g )(

2

2
)()( xdxxgxG α

== ∫从而

∑∑ ∑ +−=
i

i
j

j
i

iji v
R

xvDE 22

2
1)(

2 β
α

用矩阵表示：
22

2
1

2
v

R
xDvE

β
α

+−=

Rβ2取较大的 可以近似忽略第二项的影响。当网络动态平衡时，
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Rβ2

x Dv=

取较大的 可以近似忽略第二项的影响。当网络动态平衡时，

, 此时的输出电压 即为输入的DHT值。v

简单，速度快，并行性，计算时间不依赖于序列长度，只和网络的时延特

性RC有关。
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1x− 2x− 3x−

1 3D 2 3D 3 3D

§3.6.4 线性规划网络求解DFT变换

31D−

21D−

11D−

32D−

12D−

12D

11D

22D

21D

32D

31D
22D−

1c 2c

1R 2R

f f gg g

3 3D−

1 3D−

2 3D−

3c

3R

f
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xxf β=)(

1v 2v 1ϕ 2ϕ 3ϕ
3v

xxg α=)(
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§3.6.4 线性规划网络求解DFT变换

)()2sin()2sin()( 21 tetftftx ++= ππ

,采样频率 ,序列长度取64。噪声为方差0.1的

高斯白噪声。

1 210 , 12f Hz f Hz= = 40sf Hz=

高斯白噪声。
时域采样点 FFT谱图

2005.8 第三章 Hopfield神经网络 173

神经网络求解结果 求解结果与理论之差
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§3.6.4 线性规划网络求解DFT变换
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