线性连续系统最优控制补充讲义

（2004-03-09）
3.6 可化为规范形式的LQ问题

3.6.1 具有规定衰减速度（稳定度）的调节器
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最优化问题I：
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式中，R正定，Q半正定，(为正常量，（A,B）为能控对，（A,D）为能观对，
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转化为最优化问题II：
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可以证明：

 [A,B]完全能控
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 [A,D]完全能观
[image: image13.wmf][

]

D

I

A

,

a

+

Þ

完全能观。

则，最优化问题II有唯一解：
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又由于
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所以，两个最优控制问题的反馈增益阵是相同的，又由于最优控制问题II的闭环系统 
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所以，
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注意，这时并不能保证衰减速度恰好是，且大于多少也不能保证。可以由小到大改变，通过试验的方法找到合适的值，保证有规定的衰减率(。

3.6.2 具有非零设定点的调节器

线性定常系统
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过去讨论的都是稳态（平衡态）为零状态的问题。

设给定点为ysp，稳态时各量应满足
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其中，ud, xd为希望的稳态时控制和希望的状态。

取指标函数
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最优控制问题转化为
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这是一个规范化输出调节器问题。

解得：


[image: image32.wmf](

)

(

)

t

x

K

t

u

~

~

-

=

             
[image: image33.wmf]P

B

R

K

T

1

-

=



[image: image34.wmf]0

1

=

+

-

+

-

QC

C

P

B

PBR

P

A

PA

T

T

T


则


[image: image35.wmf](

)

(

)

(

)

d

d

d

u

t

Kx

Kx

u

t

Kx

t

u

¢

+

-

=

+

+

-

=


其中第一项由最优化问题解得：


[image: image36.wmf](

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

î

í

ì

=

+

=

+

=

ò

¥

cx

y

Bu

Ax

x

t

s

dt

Ru

u

Qy

y

J

T

T

&

.

.

2

1

min

0

（不考虑非零设定值）

确定
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由于系统渐进稳定   
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由于(A-BK)的特征值都在左半复平面，(A-BK)非奇异。
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(这是一个线性方程组，需讨论其有解、无解、有无穷解的条件。)

当
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定理：已知线性定常系统

[image: image186.wmf]î

í

ì

=

+

=

Cx

y

Bu

Ax

x

&

其中y和u具有相同的维数，对于任何渐近稳定的定常控制律：
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例：（解书p389）受控系统：
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解最优控制LQR得
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对非零设定点：
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3.6.3 跟踪问题

要求系统输出尽量接近所希望的轨线，并使规定的性能指标泛函为最小。

线性系统
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设预期的轨线：
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求最优控制
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则，最优控制问题转化为：
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（有局限性，预期轨线渐进稳定。）

可解得
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由推导，易知K1为给出调节器问题


[image: image81.wmf](

)

ï

î

ï

í

ì

+

=

+

=

ò

¥

Bu

Ax

x

t

s

dt

Ru

u

Qy

y

J

T

T

&

.

.

min

0


的反馈增益阵
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当
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3.6.4 限制输入信号的变化速率
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在控制输入前引入一个积分环节，构成一个
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增广系统
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则，系统           
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性能指标转化为：
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最优控制
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可以证明
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3.6.5 补偿扰动的影响

补偿缓变扰动的影响，亦称为无差调节器。

系统
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定义二次型性能指标
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其中
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体现被控制量响应曲线下的面积尽可能小。

转化为如下最优控制问题：
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在适当的能控性、能观性条件下，可得
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且闭环系统
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是渐近稳定的。

[image: image193.wmf]Bu

Ax

x

+

=

&


由于（常值）扰动不改变闭环系统的渐近稳定性。因此，在扰动作用下，仍有
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由  
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此称作PI最优反馈系统。
3.7 最优调节器的频率公式与性质

线性定常调节器不仅能使控制系统在二次型性能指标意义下达到最优，同时还保证了闭环系统的渐近稳定性，这一点具有重要的工程意义。

关心的问题：稳定裕量、快速性、对参数变化的灵敏度、对非线性介入的容许限度以及稳态特性等。

回顾一下渐近稳定的定常调节器问题。线性定常系统
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二次型性能指标：
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其中，A，B，R和Q都是具有适当维数的定常矩阵，[A,B]完全能控，RT = R > 0，QT = Q ( 0，且对于任一使Q = DDT成立的矩阵D，[A,D]完全能观测。

最优控制律为： 
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其中P是Riccati矩阵代数方程：
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的唯一正定解矩阵。
闭环系统  
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 大范围渐近稳定。

3.7.1 频域公式

在考查闭环稳定性时，如下两个方框图是系价的。
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下面讨论与此有关的关系式

由Riccati方程：
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加减PsI：

[image: image151.wmf](

)

(

)

Q

P

B

PBR

P

A

sI

A

sI

P

T

T

=

+

-

-

+

-

-

1


由
[image: image152.wmf]P

B

R

K

T

1

-

=

，
[image: image153.wmf]1

-

=

PBR

K

T

得：

[image: image154.wmf](

)

(

)

Q

RK

K

P

A

sI

A

sI

P

T

T

=

+

-

-

+

-


左乘
[image: image155.wmf](

)

1

2

1

-

-

-

-

T

T

A

sI

B

R

，右乘
[image: image156.wmf](

)

2

1

1

BR

A

sI

-

-



[image: image157.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

1

1

1

2

1

2

1

1

1

2

1

2

1

1

2

1

2

1

1

2

1

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

-

-

-

+

-

+

-

-

BR

A

sI

Q

A

sI

B

R

BR

A

sI

RK

K

A

sI

B

R

BR

A

sI

P

B

R

PBR

A

sI

B

R

T

T

T

T

T

T

T

T


两边加I，且  
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称为最优反馈系统的频率公式。

取
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的平方根阵，也是非奇异对称阵

右侧


[image: image165.wmf](

)

(

)

ú

û

ù

ê

ë

é

-

×

×

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

-

-

*

-

-

2

1

1

2

1

1

BR

A

I

j

Q

BR

A

I

j

I

T

w

w


右边一项，由于
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半正定，即
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称作最优性频域条件（必要条件）。

对单输入情况，不失一般性可取R=1， B=b为向量

则：
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其中，
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3.7.2 最优调节器的增益裕度

在经典的频率域分析中，闭环系统的稳定性可由开环频率特性（Nyquist曲线）在复平面中围绕(-1, j0)点的情况来判定。

Nyquist曲线离(-1, j0)点的远近，反映出闭环系统离开稳定边界的程度。当通过(-1, j0)点时，闭环系统处于稳定边界，称临界稳定。接近稳定边界的系统，系统呈现振荡倾向，且当系统参数发生变化时，系统容易变为不稳定。频率分析中常用相角裕量和增益裕量来表征Nyquist曲线与(-1, j0)点的接近程度。

增益裕量：闭环系统到达临界稳定点之前，开环增益系数所增加的倍数。在数值上，它等于最靠近(-1, j0)点的Nyquist曲线与负实轴交点坐标的倒数。

如果将开环增益系数的变化表示为
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逆时针包围(-1, j0)点的次数等于
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内的极点个数时，则闭环系统是渐近稳定的。当 改变时，Nyquist曲线变大或缩小，而形状保持不变，最优调节器保证
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因此最优反馈系统的变化范围在(
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3.7.3 相位裕量

相位裕量：在增益交界频率上，使系统达到不稳定边缘所需附加的相位滞后量。

增益交界频率：开环频率特性的模
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时的频率，从数值上看，如果Nyquist曲线的
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部分与以原点为圆心的单位圆的交点记为A，则相位裕量等于OA与负实轴间的夹角。

    最优反馈系统Nyquist曲线与单位圆的交点A，只能限制在红色的部分。

最优反馈系统的相位裕量不小于
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3.8 最优控制的反问题

给定完全能控的单输入线性系统和稳定的线性反馈控制律
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问在什么条件下存在并如何构造非负定加权阵Q，使其成为性能指标
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取最小的最优控制律。（这里不失一般性取R=1）

结论：在 [A, K]是完全能观测的条件下实现最优控制的充要条件是，对所有的实数(成立：
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