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 线性系统的稳态误差计算

误差定义：输入端（作用误差)、输出端

系统类型(型数)：前向通道积分环节个数

稳态误差系数及稳态误差计算

扰动作用下的稳态误差（令R(s）=0）
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线性系统的根轨迹法

根轨迹的基本概念
根轨迹的基本条件
绘制根轨迹的基本规则（9条）
参量根轨迹的绘制
根轨迹分析控制系统性能
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分析研究控制系统的性能时，确定闭环极点在平面上

的位置就显得特别重要。

闭环系统的稳定性，完全由它的闭环极点（即特征方

程的特征根）在平面上的分布情况所决定，系统的动

态性能也与闭环极点在平面上的位置密切相关。

尤其在设计控制系统时，已知开环系统传递函数，希

望通过设计控制器调整开环极点、零点使闭环极点、

零点处在s平面上所期望的位置。
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闭环极点的位置与系统参数有关，当系统的参数已经

确定时，要知道闭环极点在平面上的位置，就要求解

闭环系统的特征方程。

当特征方程阶次较高，尤其系统参数变化时，需要多

次求解特征方程，计算相当麻烦，且看不出系统参数

变化对闭环极点分布影响的趋势，这对分析、设计控

制系统是很不方便的。
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1948年伊凡思（W. R. Evans）提出一种求取闭环系

统特征方程的特征根的图解法，称为根轨迹法。

利用这一方法，可以根据已知开环系统极点、零点分

布的基础上，当一个或某些系统参数变化时，确定闭

环极点随参数变化的轨迹，进而研究闭环系统极点分

布变化的规律。
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应用根轨迹法，只需进行简单计算就可得知系统一个

或某些系统参数变化对闭环极点的影响趋势。这种定

性分析在研究系统性能和提出改善系统性能的合理途

径方面具有重要意义。

根轨迹法简单、实用，既适用于线性定常连续系统，

也适用于线性定常离散系统，因而它在控制工程中得

到了广泛应用，已成为经典控制理论的基本分析方法

之一。
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什么是根轨迹？

所谓根轨迹，是指当系统的某个参数（如开环根

轨迹增益）由零连续变化到无穷大时，闭环特征方程

的特征根在s平面上形成的若干条曲线。

大多数情况下，我们研究的都是开环根轨迹增益参数的影响
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例：研究特征根随K的变化规律 )2( ss

K)(sR )(sY
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两个开环极点-p1=0，-p2= -2，且没有开环零点，将开环极点绘制在图上。

闭环传递函数为：

特征方程为：

特征根（极点）为：

特征根随K取值的不同而变化（图中箭头

方向是特征根移动方向）：
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例：研究特征根随K的变化规律 )2( ss

K)(sR )(sY
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特征根随K取值的不同而变化（图中箭头

方向是特征根移动方向）：
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0<K<1时，

特征根均为

(-2,0)区间

负实根，阶

跃响应曲线

相当于ζ>1

过阻尼情况。

K=1时，特

征根重合，

阶跃响应曲

线相当于ζ=1

临界阻尼情

况。

1<K<∞时，

特征根互为

共轭，阶跃

响应曲线相

当于0<ζ<1

欠阻尼情况。

K=0时，

特征根

（闭环极

点）与开

环极点重

合；

K=→∞时，

特征根沿

直线σ=-1

趋于无穷；
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通过分析系统的根轨迹图可以清

楚地看出闭环系统极点随系统某

个参数变化的关系，由此可以判

断系统的稳定范围以及分析系统

动态性能。

绘制根轨迹时选择的可变参数可

以是系统的任何参量，但实际中

最常用的是系统的开环根轨迹增

益（零极点形式下K）。
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1 ( ) ( ) 0G s H s 

( ) ( )G s H s开环传递函数：

特征方程式：

根轨迹上的每个点都是特征方程的根，都必须满足特

征方程式。凡s平面上满足特征方程式的点均在根轨迹上，

根轨迹是这些点的集合。

1)()( sHsG

特征方程式根轨迹的基本方程：

闭环传递函数：
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根轨迹的基本方程

为了便于求得闭环极点和开环零、极点的

关系，将开环传函写成开环零极点形式： 
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 满足此方程的点为系统的闭环极点（特征根），而-zj、-pi 为

系统的开环零点和开环极点，所以此式表示了系统闭环极点(特

征根）与系统开环零、极点之间的关系。

 基于这种关系，就可以根据系统开环零极点的分布求出系统闭

环极点的位置。
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根轨迹的基本方程

根轨迹基本方程是复数方程，可用它的幅值和相角

表示，这样就可得到根轨迹的幅值条件和相角条件 。
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 若要确定某个特征根，将它代入幅值条件方程，总能求出对应的K值，
即s平面上某一点，只要满足根轨迹相角条件，总可使它满足幅值条件。

 绘制根轨迹时，只依据根轨迹的相角条件，而幅值条件则主要用来确定
各点相应的K值大小。
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用作图法判断s平面上某一点是否符合根轨迹的相角条件

设系统的开环零极点分布如图所示，取s为试验点，从开环零

极点指向s点的向量及其与正实轴的夹角也在图中标出。
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则s点为根轨迹上的一个点，并可

求出该点对应的根轨迹增益K值：
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试探法逐点绘制根轨迹是很麻烦的，接下来将介绍绘制根轨
迹的基本规则。
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例4.1：系统的根轨迹如图所示，试检验根轨迹是否满足相角条件，

并求根轨迹上点s1= -1.5+j0和s2= -1+j1.5点所对应的K值。
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解：①实轴上极点-p1和-p2之间是根轨

迹，因为-p1和-p2之间的任何试验点

（如 s1）的相角为：

0 (180 0 ) 180   

②s平面上σ=-1这条直线也是根轨迹，

线上任何一点（如 s2）的相角为：

1 2
0 ( ) 180P P    

满足根轨迹
的相角条件

满足根轨迹
的相角条件

对于点 s1，根轨迹增益K值为：

对于点 s2，根轨迹增益K值为：

1 1 1 2 1.5 0 1.5 0 2 0.75K s s j j        

2 2 2 2 1 1.5 1 1.5 2 3.25K s s j j        
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在s平面上用试探法逐点绘制根轨迹是很麻烦的，也

不便应用。

实际上，通过分析可以找出绘制根轨迹的一些基本

规则，掌握了这些规则，就可以方便地画出根轨迹

的大致形状，并可为精确绘制根轨迹指明方向。

基本规则可归纳为9条:涉及方程形式、分支数及起

点终点、在实轴上的分布、对称性、渐近线、分离

点与会合点、出射角与入射角、与虚轴交点、根之

和与根之积。
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规则1  绘制根轨迹的方程形式
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特征方程式/根轨迹基本方程：
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将所关心的变化参数，即K参变量化为乘积因子的形式：
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以下规则是按照该形式进行讨论的，所以其它形式的

传递函数都要转化为该根轨迹的基本方程。
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规则2  根轨迹的分支数及起点和终点

根轨迹基本方程：
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 K由0→∞变化时，特征方程式中的任何一个根由起点连续地

向其终点变化的轨迹称为根轨迹的一个分支。

 因为n ≥ m，则特征方程s最高阶数 =开环极点数n，即有n条根

轨迹（分支）。

根轨迹的起点就是K=0时特征方程根的位置。

0)(
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n

i

ips 开环特征方程

根轨迹的起点 s = -pi(i=1,2,…,n)就是系统开环传递函数的极点。
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规则2  根轨迹的分支数及起点和终点

当K→∞ 时，特征方程根的极限位置就是根轨迹的终点。
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两种情况可满足方程：

1) 分子等于0，即

2) 分母等于，即

0)(
1




m

j

jzs

开环传递函数的m个零点是m条根轨迹分支的终点。

当n ≥ m时，根轨迹其余的(n-m) 条根轨迹分支的终点

在无限远处。

jes 
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规则2  根轨迹的分支数及起点和终点

 如果把根轨迹在无限远处的终点称为无限零点，则根轨迹

的终点有m个有限零点， (n-m)个无限零点。

 对于一个n阶系统，当参变量K从零到无穷大变化时，根轨

迹有n条分支，它们分别从n个开环极点出发，其中有m条

根轨迹分支终止在m个有限开环零点上，其余(n-m)条根轨

迹分支终止在(n-m)个无限零点上。

 特别注意的是，在绘制根轨迹时，不要将终止在无限零点

上的根轨迹分支漏掉。
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规则2  根轨迹的分支数及起点和终点
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例 系统开环传函如右所示，
绘制K （́根轨迹增益=2×开

环增益K）的参数根轨迹。
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规则3  根轨迹在实轴上的分布

设实轴上点st在根轨迹上，-z1和-pi(i=1, 2, 3, 4, 5)分别为开环

零极点，即根轨迹的起止点，则

0

计算时可不必考

虑复平面上的点
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规则3  根轨迹在实轴上的分布

由以上分析可以看出：

 位于st点右方实轴上的每一个开环极

点和零点指向st点向量的相角均为π

（也可表示为-π）；

 而位于st点左方实轴上的每一个开环

极点和零点指向st点向量，由于和实

轴的指向一致，其相角均为0。

 一对共轭极点（共轭零点）指向st点

向量的相角（和）为2π，因此它们不

会影响实轴上根轨迹的确定。

实轴上根轨迹的确定完全

取决于试验点st右方实轴上

开环极点和零点数之和的

数目。
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规则3  根轨迹在实轴上的分布

根轨迹在实轴上总是分布在两个相邻的开环实零、极点之间，且线

段右边开环实零、极点的总数为奇数。也就是说，在实轴上任取一

个试验点st，若该点右方实轴上开环极点和零点数之和为奇数，则

该点st是根轨迹上的一个点，该点所在的线段就是一条根轨迹。
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           ( )

由根轨迹相角条件得：

式中：mt是st点右方实轴上的开环零点数，nt是st点右方实轴上的

开环极点。由此式可知， (mt+nt) 为奇数，则该点st就满足根轨迹

相角条件表示该点是根轨迹上的一个点，该点所在的线段就是一

条根轨迹。
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规则3  根轨迹在实轴上的分布

例： 零极点分布如图，判断s2是否为根轨迹

上的点。 平面
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(不满足相角条件)

因为试验点左侧相角和总是零，所以只

需考虑其右侧相角和是否满足相角条件。
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规则4  根轨迹的对称性

由于实际系统的参数都是实数，因此特征方程的系

数均为实数，相应的特征根或为实数，或为共轭复数，

或两者兼而有之。因此根轨迹必然关于实轴对称。所以

绘制根轨迹图时，只需画出上半平面的根轨迹，下半平

面的根轨迹可根据对称性原理得出。
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规则5  根轨迹的渐近线

a
0

j

a

k

设试验点st在无限远处，由于各

个开环有限零点和极点之间的

距离相对它们到st的距离很小。

则可将各个开环零极点指向st的

向量用同一点(-σa)指向st的向量

来代替，即(s+σa)代替(s+zj) 、

(s+pi) ：

1

1

( )

( ) ( )
( )

( )

m

j

j

n n m

a
i

i

K s z
K

G s H s
s

s p










 








n-m条根轨迹分支在K→∞时趋向无限零点的极限走向，即为根

轨迹的渐进线，其方位由渐进线与实轴的倾角及交点来确定的。

1) 渐近线的倾角

（4.20）
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规则5  根轨迹的渐近线

分析：当K→∞时，若在∞处观察，-zj、-pi聚合成一个点，这个

点就是渐近线的起点。由于对称性，该点应在实轴上，坐标应

是-zj、-pi 的几何中心点，所谓“质心”。

满足根轨迹的幅相条件： ( ) ( ) 1
( )n m

a

K
G s H s

s  
  



1) 渐近线的倾角

 
 1 2 1

n m
a a k

k
s K s

n m


  

 
      



)1(,,2,1,0  mnk 
 2 1

k

k

n m




 




n-m条渐近线的倾角：

 (2 1)- ( ) =
n mn m

a a a

kK s s n m sKe    
         （ ）



4.3 绘制根轨迹的基本规则4

31

规则5  根轨迹的渐近线

2) 渐近线与实轴的交点

1
( ) ( )

( ) ( )n m n m n m

a a

K K
G s H s

s s n m s    
 

   
（4.25）

1

11 1

1 -m 1

11 1 1 1

( ) ( )

( ) ( )

( )

m mm
m m

j j j

jj j

n nn n m
n n n n m

i i j i j
ii i i j

K s z K s z s z
K

G s H s

s p s p s p s p z s



 

  

   

   

  
 

       
 

 

   

当 时，式（4.26）可近似表示为：
js e 

（4.26）

-m 1

1 1

( ) ( )
n m

n n m

i j

i j

K
G s H s

s p z s  

 


 

  
 
  （4.27）

因为 ，因此分母只保留最高两项js e 
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规则5  根轨迹的渐近线

2) 渐近线与实轴的交点

1 1

- -
n m

i j

i j

a

p z

n m


 



 


 
（4.28）

由于开环零点和极点为复数时，总以共轭复数出现，式（4.28）

分子各项相加时，共轭复数的虚部抵消，所以σa必为实数，即

各渐近线的交点位于实轴上。

画根轨迹渐近线时，一般先求实轴上的交点坐标，再由该点出

发，画(n-m)条将2π等分的射线。

式（4.20） 和（4.27）是在 条件下推导的，即满足该

条件时，根轨迹才逼近这些渐近线，而s较小时，根轨迹和渐近

线并不重合。

js e 
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规则5  根轨迹的渐近线

例：画出系统根轨迹的渐进线。

-2-4 0

j


-3

60

   
 

  242

1






sss

sK
sHsG

起止点：

1 2 3,4
0, 2, 4, 1X X X OS S S S      

   1 1

- -
4 2 2 1 10 1

-
4 1

= 3
3

n m

i j

A

i j

p z

n m


        
  






 

   2 1 60 02 1

3 180 1
=k

kkk

n km

 


   
 
 





渐近线：
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例4.2：绘制该系统的根轨迹。 )2)(1(  sss

K)(sR )(sY

平面



j s

0

j1

-j1
-1-2

a

b

c

规则1：给出的控制系统满足绘制根轨迹的形式要求。

规则2：有3条根轨迹分支，起点为开环极点，如图所示。因没有开环零点，仅

有无限零点， 3条根轨迹的分支均沿着渐近线趋向无穷远处。

规则3：实轴上的 0 ~ -1和 -2 ~ -∞ 间的线段为根轨迹，根轨迹的分布

如图所示。

规则4：有两条轨迹对称于实轴。

规则5：根轨迹渐进线与正实轴的夹角分别为：

解：

(2 1) 5
, ,

3 0 3 3
k

k   
 


 


2,1,0k

(0-1-2) 0
1

3 0
a


    



该公式取正号。若取负号，根轨迹渐进线与正实轴夹角位置是相同的。

渐进线与正实轴的交点为：

据此，作出根轨迹渐进线（图中虚线）。系统完整的根轨迹如图中实线所示。

根轨迹的一条分支从-2点出发沿着负实轴移动到-∞处，另两条分支分别从0、-1出

发，随着K增大沿着实轴相向移动，因此必在实轴上会合，这个会合点称为根轨迹的分

离点。在分离点处，特征方程有双重实根。当K进一步增大，根轨迹从实轴上分离走向

复平面，并沿着相角为π/3、 5π/3的两条对称于实轴的渐近线趋于无穷远。
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 根轨迹的概念（开环根轨迹增益K）

 根轨迹的基本方程
1

1

( )

1

( )

m

j

j

n

i

i

K s z

s p







 







1

1

1














n
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180)12(
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k
m
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幅值条件：

相角条件：

( ) ( )zj j pi is z s p    

与K有关

与K无关
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 绘制根轨迹的基本规则

规则1 绘制根轨迹的方程形式

0

)(

)(

1

1

1
















n

i

i

m

j

j

ps

zsK

规则2  根轨迹的分支数及起点和终点

对于一个n阶系统，当参变量K从零到无穷大变化时，根

轨迹有n条分支，它们分别从n个开环极点出发，其中有m条根

轨迹分支终止在m个有限开环零点上，其余(n-m)条根轨迹分支

终止在(n-m)个无限零点上。
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 绘制根轨迹的基本规则

规则3 根轨迹在实轴上的分布

根轨迹在实轴上总是分布在两个相邻的开环实零、极点

之间，且线段右边开环实零、极点的总数为奇数。

 规则4 根轨迹的对称性

根轨迹必然关于实轴对称。绘制根轨迹图时，只需画出

上半平面根轨迹，下半平面的根轨迹可根据对称性原理得出。
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 绘制根轨迹的基本规则

规则5 根轨迹的渐近线

当系统n≥m时，根轨迹的渐近线共有(n-m)条，各条根轨

迹的渐近线与实轴的倾角为：

根轨迹的渐近线交于实轴上一点，交点坐标为：

mn

k
k









)12(
)1(,,2,1,0  mnk  2π等分射线

1 1
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n m

i j
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