
波函数的动能算符与体积元，以H原子波函数为例
求氢原子波函数对应的能量的时候需要对波函数进行微分和积分，微分主要是动能算符对波

函数二阶偏导。在微分和积分的过程中，需要注意拉普拉斯算符（ ∇2）和积分的体积元
（dv）的具体表达形式。

原子单位下的类氢原子薛定谔方程， （1）。

其能量为 （2）. Z，核电荷数。

1 S轨道的波函数， （3）.
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(*类H 2x轨道通式，以备测试 *);
ψ = ψ1s(* 氢原子1S轨道，典型的Slater函数 *);
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体积元 dv = r 2 Sin [θ] ⅆθ ⅆϕ ⅆ r （4），
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看看波函数对应的能量∫ ψ
* H

ψ ⅆv  = ∫ ψ*T


+V

 ψ ⅆv  = ∫ ψ*-
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∇2 -
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 ψ ⅆv . （字母上

加 ^ ，用OverHat[V]）。 若此时误以为∇对ψ求导 = ∂ψ

∂r
，则∇2 =  ∂2ψ

∂r 2
，dv = dr，则会产

生错误结果。
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Hartree，结果远低于此*)
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注意： ，dv = r 2 Sin [θ] ⅆθ ⅆϕ ⅆ r
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∇ψ(*∇2ψ*) =
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根据位里定理，氢原子波函数的平均动能与平均势能的关系 < T >= -
1
2
< V >，也可以利用

Mathematica证明。

In[9]:= Integrate ψ*-
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* Sin[θ], {θ, 0, π}, {ϕ, 0, 2π}, {r , 0, ∞}(* <ET> *)

Integrate ψ*-
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* Sin[θ], {θ, 0, π}, {ϕ, 0, 2π}, {r , 0, ∞}

(* <EV> *)
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其他类H原子轨道，可以进一步测试！
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