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2.1 离散时间信号：序列

◼ 在数学上表示成数值的序列

一个序列 x 的第n个数，记作x(n)

其中n为整数，通常将序列{x(n)}记为x(n)

采样信号 𝑥𝑠 𝑡 与序列x(n)的区别：

𝑥𝑠 𝑡 是 连续时间信号在𝑡 = 𝑛𝑇的采样值，虽然在时间上是

离散的，但幅度仍然是一个连续函数，它是通过 δ(t) 函数表

示离散时间点的值（冲激串），所以从数学上看， 𝑥𝑠 𝑡 还

是一个连续时间函数，即在每个采样时刻𝑡 = 𝑛𝑇处，采样信

号有非零值，而在其他时间点，信号为零；而离散序列x(n)

引入了时间的归一化，没有采样率的信息，不能认为n不为

正数时， x(n) 的值为零，x(n) 仅在 n 为整数时才有定义。

𝑥 = 𝑥(𝑛) , −∞ < 𝑛 < ∞

对 T 归一化得到 x(n)；常称 x(n) 为序列的

“第 n 个样本”

𝑥𝑠 𝑡 |𝑡=𝑛𝑇 = 𝑥 𝑛𝑇 , −∞ < 𝑛 < ∞

◼ 对连续时间信号进行周期的理想采样

2

n为整数

离散序列

理想采样
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2.1.1 序列的分类

𝑥 𝑛 ＝𝑥𝑟 𝑛 +j𝑥𝑖 𝑛

如𝑥是复数数组，则称𝑥 𝑛 为复序列；一个复序列可表示成两个实序列的合成：

𝑥𝑟 𝑛 和𝑥𝑖 𝑛 分别是复序列𝑥 𝑛 的实部R𝐞 𝑥 𝑛 和虚部𝐈𝐦 𝑥 𝑛 ，因此，可以用实序列

的分析方法来处理复序列

𝑥 𝑛 ＝｜𝑥 𝑛 ｜𝑒j𝜑(𝑛)

𝑥 𝑛 的 𝑛 取值为有限值—有界序列； 𝒙 𝒏 的 𝒏取值为无限值—无界序列

复序列可用其幅度和相角表示

3

如𝑥是实数数组，则称𝑥 𝑛 为实序列
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1、单位采样序列

▪ 单位采样序列（也可称为单位脉冲序列）仅在 𝑛 =0 时取值为1，其它均为零

▪ 𝛿(𝑛)类似于模拟信号和系统中的单位冲激函数δ(t)，但不同的是，𝛿(t)只

具有数学推导的意义，而单位采样序列𝛿(𝑛)在离散时间系统中是一个实

际存在的序列，常作为离散时间系统采样响应的输入信号

𝛿(𝑛) = ቊ
1, 𝑛 = 0
0, 𝑛 ≠ 0

𝛿(𝑛 −𝑚) = ቊ
1, 𝑛 = 𝑚
0, 𝑛 ≠ 𝑚

2.1.2 基本序列

4
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2、单位阶跃序列

𝑢 𝑛 = ෍

𝑘=−∞

𝑛

𝛿(𝑘)𝛿(𝑛) 与𝑢 𝑛 之间存在关系

利用单位采样序列表示单位阶跃序列的另一种方式是用一组延迟的单位采样序
列的和来表示

而单位采样序列可用单位阶跃系列的后向差分表示

单位阶跃序列类似于模拟信号中的单

位阶跃函数𝑢 𝑡

𝑢 𝑛 = 𝛿 𝑛 + 𝛿 𝑛 − 1 + 𝛿 𝑛 − 2 +⋅⋅⋅= ෍

𝑚=0

∞

𝛿 𝑛 −𝑚

𝛿 𝑛 = ∇𝑢 𝑛 = 𝑢 𝑛 − 𝑢 𝑛 − 1

𝑢(𝑛) = ቊ
1, 𝑛 ≥ 0
0, 𝑛 < 0

5
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3、矩形序列

当N = 4时，R4(n)的波形
R

4
(n)

0 1 2 3

1

n

𝑅𝑁(𝑛) = ቊ
1, 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁 − 1

0, 其他 𝑛

𝑅𝑁 𝑛 = 𝑢 𝑛 − 𝑢 𝑛 − 𝑁

6

当 |a| <1，x(n)的幅度随 n 的增大而减小，称x(n) 为收敛序列

当 |a| >1，x(n)的幅度随 n 的增大而增大，称x(n) 为发散序列

当 －1< a<0 时, 序列x(n)收敛且摆动，如人口增长、企业投资回报等

4、实指数序列

𝑥 𝑛 = 𝐴𝑎𝑛𝑢 𝑛 A 和 a 为实数

式中 N 为矩形序列长度，矩形序列可用单位阶跃序列
的差表示

收敛序列 发散序列 摆动序列
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式中 A 和 φ 为实数，𝜔0 正弦序列的频率，

φ 和 𝜔0的单位都是弧度（rad)； 𝜔0表示序

列变化的速率，表示相邻两个序列值之间

变化的弧度数（数字角频率或数字频率）

正弦序列x(n)=A cos (𝜔0n＋φ)可以

是对模拟信号x(t)= A cos (𝛺0t)

采样得到，即

x(t)= A cos (𝛺0t)

x(t)|t=nT = A cos (𝛺0nT)

x(n) = A cos (n𝜔0)

5、正弦序列

x(n)=A cos (𝜔0n＋φ)

取 n 的单位为“样本”，频率 ω0的单位是“弧度/样本”

7

正弦序列（A=1，φ=
𝜋

2
）

φ）

显然，若
𝟐𝝅

𝝎𝟎
为整数时，正弦序列才具有周期

性 。若
𝟐𝝅

𝝎𝟎
不是整数，而为有理数，则正弦序

列
𝟐𝝅

𝝎𝟎
还具有周期性，但其周期要大于

𝟐𝝅

𝝎𝟎
。若

𝟐𝝅

𝝎𝟎

不是有理数，则正弦序列就不具有周期性。

若𝝎𝟎 =
𝟐𝝅

𝟐𝟎
，则每𝟐𝟎个序列值重复一次正弦包络的数值

若𝝎𝟎 =
𝟐𝝅

𝟏𝟎
，则每𝟏𝟎个序列值重复一次正弦包络的数值

𝟐𝝅

𝝎𝟎
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6、复指数序列

复指数序列𝒆𝐣𝝎𝟎𝒏是一种最常用的序列 (分析离散时间系统的重要序列)

𝑥 𝑛 = 𝐴𝑎𝑛 = 𝐴 𝑒jφ( 𝑎 𝑒j𝜔0)𝑛 = 𝐴 |𝑎|𝑛𝑒j(𝜔0𝑛+φ)

𝑒j(𝜔0𝑛+φ) = cos 𝜔0𝑛 + φ + jsin(𝜔0𝑛 + φ)

𝑥 𝑛 = 𝐴𝑎𝑛 = 𝐴 |𝑎|𝑛cos 𝜔0𝑛 + φ + j 𝐴 |𝑎|𝑛sin(𝜔0𝑛 + φ)

由于

得到

8

𝑎为复数的指数序列 𝐴𝑎𝑛，其实部和虚部是指数加权的正弦序列

由于n总是整数，当考虑频率为(ω0+2π) 的复指数序列时，下面等式成立：

上式说明，频率为 𝜔0 + 2𝜋𝑟 的离散时间复数序列相互间是无法区分的

𝑥 𝑛 = 𝐴𝑒j 𝜔0+2𝜋 𝑛 = 𝐴𝑒𝑗𝜔0𝑛 𝑒j2𝜋𝑛 = 𝐴𝑒j𝜔0𝑛

如果𝐴 = 𝐴 𝑒jφ，𝑎 = 𝑎 𝑒j𝜔0，则指数序列 𝐴𝑎𝑛 可表示为

当讨论具有𝑥 𝑛 = 𝐴𝑒j𝜔0𝑛的复指数信号或具有𝑥 𝑛 = 𝐴cos 𝜔0𝑛 + φ 的实正弦信号
时，只需讨论长度为2π的一段频率区间
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如果对所有 n 存在一个最小的正整数 N，使下面等式成立

则称序列x(n)为周期序列，周期为 N（注意 N 取整数）

7、周期序列

x(n) = x(n+N), -∞<n<∞ 

例如

上式中，数字频率是π/4，由于 n 取整
数，可以写成下式

)
4

sin()( nnx


=

)]8(
4

sin[)( += nnx
 该式表明 ቁsin(

𝜋

4
𝑛 是周期为8（最小的

正整数）的正弦周期序列，如图所示

周期为8
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 数字频率 ω与模拟角频率 Ω之间的关系

𝜔 =
𝛺

𝑓𝑠

数字频率 ω表示了两个采样点间隔的弧度

sin(𝛺nT)= sin(𝜔𝑛)

上式具有普遍意义，它表示凡是由模拟信号采样得到的序列，模拟角频率

Ω与序列的数字频率 ω成线性关系。由于采样频率𝑓𝑠与采样周期T 互为倒数，

两者之间的关系也可以表示成下式

x(t)= sin(𝛺t)

采样，有

由此得到

数字频率 𝜔 与模拟角频率 Ω 是通过采样周期 T 相关联，如对连续信号

𝜔 = 𝛺𝑇
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1. 正弦信号和复指数连续信号一定是周期函数，但正弦序列和复指数序列
对 n 来说不一定是周期为2π/ω的周期序列，周期序列要求 ω0 N= 2kπ

2. 数字角频率 𝜔与模拟角频率 Ω不同。连续指数信号𝑒jΩt中 𝑡, 𝛺 ∈ 𝑅，不

同的 Ω对应不同频率的连续信号。但在序列中，有

（正弦与复指数序列的这一特性是离散时间傅里叶分析的理论与算法设计基础）

1,,1,0,/2 −== NkNkk 

由以上的讨论：

−𝜋 ≤ 𝜔 ≤ 𝜋

𝑒j𝑛𝜔 = 𝑒j 𝜔+2𝑘𝜋 𝑛

因此，频率 ω0与 (ω0+2rπ) 是无法区别的，即在数字频率轴上相差2𝜋整数
倍的所有复指数序列值都相同。或者说 𝜔 有效值区间仅限于

3. 以 N 为周期的序列，只有 N 个可区别的频率点
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8、任意序列的单位采样序列表示法

式中

任意一个序列可以用一组移位的单位

采样序列的幅度加权和来表示。 如图所示

的序列 x(n) 可表示成：

x(n)=𝑎−5δ(n+5) + 𝑎−2δ(n+2) + 𝑎0δ(n) + 𝑎1δ(n-1) + 𝑎2δ(n-2) + 𝑎6δ(n-6)

12

这种任意序列的表示方法是离散信号与系统分析中一个很有用的公式

𝛿(𝑛 − 𝑚) = ቊ
1, 𝑛 = 𝑚
0, 𝑛 ≠ 𝑚

𝑥(𝑛) = ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)𝛿(𝑛 − 𝑚

任意序列的一般表达式：
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2.1.3 序列的稳定性与因果性

◼ 稳定性 序列 x(n) 是稳定的，当且仅当存在一个固定的有限正数 S 使

下式成立

𝑆 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 < ∞, −∞ < 𝑛 < ∞

上式意味着 𝑥 𝑛 绝对可加（对应连续信号的绝对可积）

◼ 因果性 如果对于n<0时，序列𝑥 𝑛 ＝0，那么序列𝑥 𝑛 称为因果性的
（或物理可实现的）

在线性时不变系统中，稳定性和因果性有着明确的物理意义

13
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2.1.4 序列的基本运算

◼ 序列的相加与相乘

两个序列对应离散时间数值的相加和相乘

序列的加法和乘法

◼ 序列的加权

𝑎𝑥 = 𝑎 ∙ 𝑥(𝑛)

序列的每个样本值与常数𝑎相乘

𝑦 𝑛 = 𝑥1(𝑛) + 𝑥2(𝑛)

𝑦 𝑛 = 𝑥1(𝑛)𝑥2(𝑛)

14

+

x

◼ 序列的移位与反转
当m为正时，
x(n-m)表示依次右移m位；
x(n+m)表示依次左移m位

将x(n)以n=0为对称轴反
转得到序列x(-n)
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给定区间[𝑛1, 𝑛2]中的所有序列样本值相加

◼ 序列的样本累加

෍

𝑛=𝑛1

𝑛2

𝑥 𝑛 = 𝑥 𝑛1 + ∙∙∙ +𝑥(𝑛2)

◼ 序列的样本相乘

给定区间[𝑛1, 𝑛2]中的所有序列样本值相乘

ෑ

𝑛=𝑛1

𝑛2

𝑥 𝑛 = 𝑥 𝑛1 ×∙∙∙× 𝑥(𝑛2)

前向差分（先左移后相减）

后向差分（先右移后相减）

◼ 序列的差分

)𝑦 𝑛 = Δ𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑛 + 1) − 𝑥(𝑛

𝑦 𝑛 = )∇𝑥(𝑛) = 𝑥(𝑛) − 𝑥(𝑛 − 1

15
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◼ 序列的能量

◼ 周期为N 的周期序列的平均功率

𝐸𝑥= ෍

𝑛=−∞

∞

)𝑥(𝑛 ⋅ 𝑥∗(𝑛) = ෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥(𝑛) |2

𝑝𝑥 =
1

𝑁
෍

𝑛=0

𝑁−1

| )𝑥(𝑛 |2

16
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抽取 x(n) → x(mn), m 为正整数

例如， m=2，x(2n)，两个点取一点；波
形压缩

插值 x(n) → x(n/m), m 为正整数

例如，m=2，x(n/2)，两个点之间插一个
点；波形扩展

◼ 序列的尺度变换（抽取与内插）

17
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2.2  序列的离散时间傅里叶变换

◼ 傅里叶变换（分析公式）用来分析序列𝑥 𝑛 所包含的各个频率分量的大小

◼ 傅里叶反变换（综合公式）是将序列𝑥 𝑛 表示为一系列无限小的复正弦的叠加

◼ 采样信号的傅里叶变换表示

分析

综合 𝑥(𝑛𝑇) =
𝑇

2𝜋
׬
−
𝜋

𝑇

𝜋

𝑇 𝑋𝑠(𝑗𝛺)𝑒
j𝛺𝑛𝑇d𝛺

𝑋𝑠(j𝛺) = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛𝑇)𝑒−j𝛺𝑛𝑇

18

𝑋 𝑒j𝜔 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝑒−j𝜔𝑛

𝑥 𝑛 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑋 𝑒j𝜔 𝑒j𝜔𝑛d𝜔综合

分析

◼ 序列信号的傅里叶变换表示

nT n 时域的归一化
𝛺T = 𝜔 频域的归一化
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𝑿𝒔 𝐣𝜴 与𝑿 𝒆𝐣𝝎 的关系

的 表示为无限多积分之和，න
−∞

∞

𝑥 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑋 j𝛺 𝑒jΩ𝑡d𝛺将非周期信号的傅里叶变换

将𝜔 = 𝛺T 代入上式(推导 𝑋𝑠 j𝛺 与𝑋 𝑒j𝜔 的关系）

采样信号的离散时间傅里叶反变换

𝑥 𝑛𝑇 =
𝑇

2𝜋
න
−
𝜋
𝑇

𝜋
𝑇
𝑋𝑠(j𝛺)𝑒

j𝛺𝑛𝑇d𝛺

𝑋𝑠 j𝛺 =
1

𝑇
෍

𝑟=−∞

∞

𝑋 j𝛺 − j
2𝜋𝑟

𝑇

比较

𝑥 𝑛𝑇 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

[
1

𝑇
෍

𝑛=−∞

∞

𝑋 j
𝜔

𝑇
−
2𝜋𝑟

𝑇
]𝑒j𝜔𝑛d𝜔

序列信号的傅里叶变换

𝑋 𝑒j𝜔 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝑒−j𝜔𝑛

𝑥 𝑛 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑋 𝑒j𝜔 𝑒j𝜔𝑛d𝜔

比较

𝑋 𝑒𝑗𝜔 =
1

𝑇
෍

𝑛=−∞

∞

𝑋 j
𝜔

𝑇
−
2𝜋𝑟

𝑇

𝑋𝑠 j𝛺 = 𝑋 𝑒j𝜔 |𝜔=𝛺𝑇
(频率的归一化）

𝑥 𝑛𝑇 =
1

2𝜋
෍

𝑟=−∞

∞

න
(−2𝑟−1)𝜋

𝑇

(−2𝑟+1)𝜋
𝑇

𝑋 j𝛺 𝑒j𝛺𝑛𝑇d𝛺

每个积分的区间宽度为
2𝜋

𝑇
，中心为

2𝜋𝑟

𝑇
， 𝑟为整数，并代入t=nT，得到

𝑥(𝑛𝑇) =
1

2𝜋
න
−
𝜋
𝑇

𝜋
𝑇
[ ෍

𝑟=−∞

∞

𝑋 j𝛺 − j
2𝜋𝑟

𝑇
] 𝑒j𝛺𝑛𝑇𝑑Ω

引入变量v= 𝛺+2𝜋𝑟/𝑇，将每一积分区间统一到
[−𝜋/𝑇, 𝜋/𝑇]，并考虑到𝑒−j2𝜋𝑟𝑛 = 1,然后换回𝛺= v



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

2024/9/24

 小结

𝑋 jΩ = න
−∞

∞

𝑥 𝑡 𝑒−j𝛺𝑡d𝑡

𝑥 𝑡 =
1

2𝜋
න
−∞

∞

𝑋 j𝛺 𝑒j𝛺𝑡d𝛺

𝑋𝑠 j𝛺 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑡 𝑒−j𝛺𝑛𝑇

𝑥 𝑛𝑇 =
𝑇

2𝜋
න
−
𝜋
𝑇

𝜋
𝑇
𝑋𝑠(j𝛺)𝑒

j𝛺𝑛𝑇d𝛺

◼ 非周期信号
的傅里叶变
换

◼ 序列信号的
傅里叶变换

𝑋 𝑒j𝜔 = ෍

𝑛=−∞

𝑛=∞

𝑥 𝑛 𝑒−j𝜔𝑛

𝑥 𝑛 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑋 𝑒j𝜔 𝑒j𝜔𝑛d𝜔

𝑥 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑋 𝑛𝛺0 𝑒j𝑛𝛺0𝑡

𝑋 𝑛𝛺0 =
1

𝑇0
න
−
𝑇0
2

𝑇0
2
𝑥 𝑡 𝑒−j𝑛𝛺0𝑡d𝑡

◼ 周期信号的
傅里叶级数
表示

◼ 采样信号的
离散时间傅
里叶变换

任何周期信号都可以
用傅里叶级数表示

对非周期信号进行周期延拓

对连续时间信号进行等间隔采样

20

采样信号频谱与原连续信号频谱的关系

𝑋𝑠 j𝛺 =
1

𝑇
෍

𝑟=−∞

∞

𝑋 j𝛺 − j
2𝜋𝑟

𝑇

𝑋 𝑒𝑗𝜔 =
1

𝑇
෍

𝑛=−∞

∞

𝑋 j
𝜔

𝑇
−
2𝜋𝑟

𝑇

离散序列的频谱与采样信号频谱的关系

𝑋𝑠 j𝛺 = 𝑋 𝑒j𝜔 |𝜔=𝛺𝑇
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例 求矩形序列的离散时间傅里叶变换

𝑥(𝑛) = ቊ
1, −𝐿1 ≤ 𝑛 ≤ 𝐿1
0, 其它𝑛

矩形序列的频谱是连续的，是频率变量𝜔的周

期函数，其周期是2𝜋 （与矩形脉冲比较-举例）

21

𝑋 𝑒j𝜔 =

𝑥 𝑡 = ቐ
𝐴, −

𝜏

2
≤ 𝑡 ≤

𝜏

2
0,

𝑋 𝑗𝛺 = 𝐴𝜏
sin

𝛺𝜏
2

𝛺𝜏
2

෍

𝑛=−𝐿1

𝐿1

𝑥 𝑛 𝑒−j𝜔𝑛

=
sin𝜔 𝐿1 +

1
2

sin
𝜔
2

（利用几何级数的
前𝐿1项之和公式）

矩形序列的频谱

矩形序列

矩形脉冲信号的频谱是是非周期的

非周期矩形脉冲信号的频谱分析

𝑥 𝑡 = ቐ
𝐴, −

𝜏

2
≤ 𝑡 ≤

𝜏

2
0,

𝑋 𝑗𝛺 = 𝐴𝜏
sin

𝛺𝜏
2

𝛺𝜏
2
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◼ 序列的傅里叶变换收敛的一个充分条件是序列绝对可加

22

序列的绝对可加保证了傅里叶级数一致收敛到一个𝝎的连续函数

| ൯𝑋(𝑒j𝜔 | = | ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛)𝑒−j𝜔𝑛 |

≤ ෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥(𝑛)| |𝑒−j𝜔𝑛| ≤ ෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥(𝑛)| < ∞
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◼ 稳定序列是绝对可加的，必然存在傅里叶变换

例 稳定的指数序列的傅里叶变换

𝑥(𝑛) = 𝑎𝑛𝑢(𝑛) |𝑎| < 1

෍

𝑛=0

∞

|𝑎|𝑛 =
1

1 − |𝑎|
< ∞由于

序列x(n)是绝对可加的，因此它的离散时间傅里叶变换存在

（无穷级数的紧凑表示）

𝑋 𝑒j𝜔 = ෍

𝑛=0

∞

𝑎𝑛𝑒−j𝜔𝑛 = ෍

𝑛=0

∞

(𝑎𝑒−j𝜔)𝑛 =
1

1−𝑎𝑒−j𝜔
=

𝑒−j𝜔

𝑒−j𝜔−𝑎

故有
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◼ 非绝对可加，但平方可加的序列

放宽𝑋 𝑒j𝜔 定义中无限求和项的一致收敛为均方收敛，即

෍

𝑛=−∞

∞

| )𝑥(𝑛 |2 < ∞

lim
𝑀→∞

඲

−𝜋

𝜋

| ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛)𝑒−j𝜔𝑛 − ෍

𝑛=−𝑀

𝑀

𝑥(𝑛)𝑒−j𝜔𝑛 |2d𝜔 = 0

偏差未必趋于零，但偏差的“能量”趋于零

非因果的、非绝对可加的
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2.3 离散时间傅里叶变换的性质

1. 周期性

25

𝑋 𝑒j𝜔 =𝑋 𝑒j(𝜔+2𝜋𝑟

由于𝑒−j 𝜔+2𝜋𝑟 𝑛 = 𝑒−j𝜔𝑛, 𝑟为整数, 故有

序列的离散时间傅里叶变换是ω的周期函数（周期2π），在计算或分

析的过程中，只需考虑𝑋 𝑒j𝜔 的一个周期，即𝜔[0，2π] 或 [-π，π]

𝑋(𝑒j𝜔) = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛)𝑒−j𝜔𝑛

𝑥(𝑛) =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑋(𝑒j𝜔)𝑒j𝜔𝑛d𝜔
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◼ 任意序列可表示为共轭对称与共轭反对称序列之和

26

共轭对称实函数即为偶函数，共轭反对称实函数即为奇函数

2. 对称性

◼ 傅立叶变换可表示为共轭对称与共轭反对称函数之和

共轭对称

共轭反对称

共轭对称实序列即为偶序列，共轭反对称实序列即为奇序列

𝑥(𝑛) = 𝑥e(𝑛) + 𝑥o(𝑛)

𝑥e[𝑛] =
1

2
[𝑥(𝑛) + 𝑥∗(−𝑛)] = 𝑥e

∗(−𝑛)

𝑥o(𝑛) =
1

2
[𝑥(𝑛) − 𝑥∗(−𝑛)] = −𝑥o

∗(−𝑛)

𝑋(𝑒j𝜔) = 𝑋e(𝑒
j𝜔) + 𝑋o(𝑒

j𝜔）

𝑋e(𝑒
j𝜔) =

1

2
[𝑋(𝑒j𝜔) + 𝑋∗(𝑒−j𝜔)] = 𝑋e

∗(𝑒−j𝜔）

𝑋o(𝑒
j𝜔) =

1

2
[𝑋(𝑒j𝜔) − 𝑋∗(𝑒−j𝜔)] = −𝑋o

∗(𝑒−j𝜔）
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实序列的DTFT 𝑋 𝑒j𝜔 是共轭对称的，即 𝑋 𝑒j𝜔 = 𝑋∗ 𝑒−j𝜔 ，
用实部和虚部表示为

Im 𝑋 𝑒j𝜔 = −Im 𝑋 𝑒−j𝜔 奇对称

Re 𝑋 𝑒j𝜔 = Re 𝑋 𝑒−j𝜔 偶对称
则得

实序列傅里叶变换的实部是偶函数

实序列傅里叶变换的虚部是奇函数

实序列傅里叶变换的幅值是偶函数

实序列傅里叶变换的相位是奇函数

极坐标形式. 𝑋 𝑒j𝜔 = 𝑋 𝑒j𝜔 𝑒
ቁj∠𝑋 𝑒j𝜔

𝑋(𝑒j𝜔) = Re[𝑋 𝑒j𝜔 ] + 𝑗Im[𝑋 𝑒j𝜔 ]

◼ 任意序列的傅里叶变换是共轭对称的

ቁ= | ൯𝑋(𝑒−j𝜔 |𝑒 ൯−j∠𝑋(𝑒−j𝜔 = 𝑋∗(𝑒−j𝜔
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◼ 对称性的两个基本性质

证明

1、如果 𝑋(𝑒j𝜔) = ℱ[𝑥(𝑛)]，则有 ൧𝑋∗(𝑒−j𝜔) = ℱ[𝑥∗(𝑛)

= 𝑋∗(𝑒−j𝜔)

ℱ[𝑥∗(𝑛)] = ෍

𝑛=−∞

∞

)𝑥∗(𝑛 𝑒−j𝜔𝑛 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛 𝑒j𝜔𝑛]∗

28

序列𝑥(𝑛)在时域中的共轭对应于𝑋 𝑒𝑗𝜔 在频域中的反转和共轭

ℱ[𝑥∗(−𝑛)] = ෍

𝑛=−∞

∞

)𝑥∗(−𝑛 𝑒−j𝜔𝑛

൧𝑋∗(𝑒j𝜔) = ℱ[𝑥∗(−𝑛)2、如果 𝑋(𝑒j𝜔) = ℱ[𝑥(𝑛)]，则有

证明
= ෍

𝑛=−∞

∞

)𝑥∗(𝑛 𝑒j𝜔𝑛

= ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛 𝑒−j𝜔𝑛]∗ = 𝑋∗(𝑒j𝜔）

序列𝑥(𝑛)在时域中的反转和共轭对应于𝑋 𝑒j𝜔 在频域中的共轭
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1. 序列实部的傅里叶变换等于其傅里叶变换的偶部

证明

◼ 序列的实、虚部与其傅里叶变换的偶、奇部的关系

൯ℱ[Re{𝑥(𝑛)}] = 𝑋e(𝑒
j𝜔

Re[𝑥 𝑛 ] =
1

2
[𝑥(𝑛) + 𝑥∗(𝑛)]因为

故 ℱ[Re{𝑥(𝑛)}] =
1

2
൯[𝑋(𝑒𝑗𝜔) + 𝑋∗ (𝑒−j𝜔 ]

= ൯𝑋e(𝑒
j𝜔

29

2. 序列 j 倍虚部的傅里叶变换等于其傅里叶变换的奇部

൯ℱ[𝑗Im{𝑥(𝑛)}] = 𝑋o(𝑒
j𝜔

证明

Im[𝑥 𝑛 ] =
1

2
[𝑥 𝑛 − 𝑥∗(𝑛)] = 𝑥e

∗(−𝑛)因为

故 ℱ[jIm{𝑥(𝑛)}] =
1

2
൯[𝑋 𝑒𝑗𝜔 − 𝑋∗ (𝑒−j𝜔 ]

= ൯𝑋o(𝑒
j𝜔
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2.4 离散时间系统

输入与输出都是离散序列的系统定义为离散时间系统（线性和非线性两大

类），离散时间系统数学上可定义为一个变换或算子，将输入序列映射为输出

序列

y(n)x(n)
][•T

y(n)=T [x(n)]

30

T [ ].

 线性和时不变的约束条件定义了一类可以用“卷积和”表示的系统
 以因果性和稳定性的约束，定义了在实际应用中一类很重要的离散线性时不

变系统
 线性系统的输出序列 𝑦 𝑛 的第 n 个样本的值依赖于输入序列 𝑥(𝑛 )的所有或

部分样本

对变换 的不同约束条件定义了各类不同的离散系统
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设x1(n)和x2(n)分别作为系统的输入序列，其输出分别用y1(n)和y2(n)表示

y1(n)=T［x1(n)］，y2(n)=T［x2(n)］

那么线性系统一定满足

T [x1(n)+x2(n)] = T [x1(n)]+T[x2(n)] = y1(n)+y2(n)   （1）

T [ax1(n)]= aT [x1(n)] = a y1(n)， a是常数 （2）

满足(1)式称为线性系统的叠加性；满足(2)式称为线性系统的比例性或齐次性；

如线性系统同时满足式（1）和（2）

y(n)= T [ax1(n)+bx2(n)] =ay1(n)+by2(n)， a和b均是常数

则称该线性系统满足齐次性和叠加性

如累加器 𝑦 𝑛 = ෍

𝑚=−∞

𝑛

𝑥 𝑚

31

2.4.1 线性系统

满足叠加原理的系统称为线性系统
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2.4.2 离散线性时不变系统

例 讨论 y(n)=ax(n)+b 代表的系统是否是时不变系统

式中 a 和 b 是常数

解
y(n) = ax(n)+b

y(n-k) = ax(n-k)+b

y(n-k) =T [x(n-k)］

因此该系统是时不变系统

y(n) = T［x(n)］

y(n-k) = T［x(n-k)］

T [ ].如果系统对输入信号的运算关系 在整个运算过程中不随时

间变化，或者说系统对于输入信号的响应与信号加于系统的时间无

关，则这种系统称为时不变系统，用公式表示如下
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例 讨论 y(n)=nx(n) 所代表的系统是否是时不变系统

解 时不变性条件： 一个离散时间系统是时不变的，如果对于任意输入信

号x(n)和任意时间偏移 k ，系统的输出满足条件： y(n-k) =T [x(n-k)]

1. 对输入信号进行时间偏移 x′(n)=x(n−k)，然后将 x′(n) 代入系统方程，得到：

y′(n)= T [x′(n) ] =T [x(n- k)] =nx(n−k)

2. 计算原系统输出的时间偏移，对原系统输出y(n) = nx(n)向右偏移k，得到：

y(n-k) = (n-k)x(n-k)对。

比较 y′(n)=nx(n−k) 和 y(n-k) = (n-k)x(n-k)，显然这个表达式并不相等， 即

y(n-k)≠T [x(n- k)]，除非 k=0

因此，该系统不是一个时不变系统

同样方法可以证明 y(n)=𝑒−𝑛x(n) 所代表的系统是一个时变系统

33

这是对时间偏移后的输入的系统输
出， 不要误解为系统对 n−k 的输出

原系统输出的时间偏移
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◼ 离散线性时不变系统输入与输出之间的关系

设系统的输入 x(n)=δ(n)，系统输出 y(n) 的初始状态为零；定义这种

条件下系统输出称为系统的单位采样响应，用 h(n) 表示。换句话说，单

位采样响应是系统对于 δ(n) 的零状态响应。用公式表示为

h(n)=T［δ(n)］

h(n) 与模拟系统中的 h(t) 单位冲激响应相类似，都代表系统的时域特征

设系统的输入为 x(n) ，并把x(n)表示成单位采样序列移位的加权和，即

𝑥(𝑛) = ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)𝛿(𝑛 −𝑚

34
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根据线性系统的性质

又根据时不变性质

上式表示线性时不变系统的输出等于输入序列 x(n) 和该系统的单位采
样响应 h(n) 的卷积。只要知道系统的单位采样响应h(n) ，按照上式，
对于任意输入 x(n) 都可以求出系统的输出 y(n)

则线性系统的输出为 𝑦(𝑛) = 𝑇[ ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)𝛿(𝑛 − 𝑚 ]

𝑦(𝑛) = ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)𝑇[𝛿(𝑛 − 𝑚 ]

𝑦(𝑛) = ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)ℎ(𝑛 − 𝑚

)= 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛

35

𝑥(𝑛) = ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)𝛿(𝑛 − 𝑚
把系统的输入 x(n) 表示成单
位采样序列移位的加权和
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◼ 离散线性卷积公式

连续域的卷积定理 𝑦(𝑡) = ∞−׬
∞
𝑥 𝜏 ℎ(𝑡 − 𝜏)d𝜏 ⇔ 𝑋 j𝛺 𝐻 j𝛺

𝑦(𝑡) = ℎ 𝑡 𝑥(𝑡)⇔ 𝑌 𝑗𝛺 =
1

2𝜋
𝐻 j𝛺 ∗ 𝑋(j𝛺)

)𝑦(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛 ⇔ Y(𝑒j𝜔) = 𝑋 𝑒j𝜔 𝐻 𝑒j𝜔离散域的卷积定理

而连续域的卷积是无限积分 ∞−׬
∞

𝑦 𝑛 = )𝑥(𝑛) ℎ(𝑛 ⇔ Y 𝑒j𝜔 = 𝑋 𝑒j𝜔 ∗ 𝐻 𝑒j𝜔

=
1

2𝜋
π−׬
π
𝑋 𝑒j𝜃 𝐻 𝑒j(𝜔−𝜃) d𝜃

1

2𝜋

y(𝑛) = ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)ℎ(𝑛 −𝑚

离散域卷积
是周期卷积
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◼ 卷积求解过程

y(n) = ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)ℎ(𝑛 −𝑚

3、将 x(m) 和 h(n-m )相同 m 的序列值对应相乘后，再相加。

2、将 h(-m) 移位 n，得到 h(n-m)；当 n>0 时，序列右移；
n<0 时，序列左移；

按照以下三个步骤可得到卷积结果 y(n)

1、将 x(n) 和 h(n) 用 x(m) 和 h(m) 表示，并将 h(m) 进行反转，
形成 h(-m)；

离散卷积公式

37
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3.将x(m)和h(n-m)相同m 的序列对

应相乘后，再相加。

2. 将 h(-m) 移位n，得到h(n-m)

当n>0时，序列右移；
当n<0时，序列左移；

1. 将x(n)和h(n)用x(m)和h(m)表示，
并将h(m)进行反转，形成h(-m)；

y(n) = ෍

𝑚=0

3

)𝑥(𝑚)ℎ(𝑛 − 𝑚

离散线性时不变系统卷积过程的图解说明

38
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例 设x(n)=R4(n)，h(n)=R4(n)，求𝑦(𝑛) )= 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛

解 按照式

求解上式需要先根据矩形序列的非零值区间确定求和的

上、下限，R4(m)的非零值区间为：0≤m≤3， R4(n-m)的非

零值区间为：0≤n-m≤3，其乘积值的非零区间，要求 m

同时满足以下两个不等式 ： 0≤m≤3，n-3≤m≤n

因此

4 4( ) ( ) ( )
m

y n R m R n m


=−

= −

39

0 ≤ 𝑛 ≤ 3, 𝑦 𝑛 = ෍

𝑚=0

𝑛

1 = 𝑛 + 1

4 ≤ 𝑛 ≤ 6, 𝑦(𝑛) = ෍

𝑚=𝑛−3

3

1 = 7 − 𝑛

矩形序列长度为4

卷积过程以及 y(n) 波形如图所示，y(n)用公式表示为

𝑦 𝑛 = ቐ
𝑛 + 1, 0 ≤ 𝑛 ≤ 3
7 − 𝑛, 4 ≤ 𝑛 ≤ 6

0, 其它

0≤m≤3

0≤n-m≤3

两个等长矩形序列

的卷积
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◼ 卷积的运算是反转、移位、相乘和相加，这类卷积称为序列的线性卷

积。设两序列各自长度分别是 N 和 M，线性卷积后的序列长度为

(N+M-1)

◼ 线性卷积满足

1. 交换律

x(n)h(n)=h(n) x(n)

2. 结合律 图(a)、(b)、(c)

y(n) =x(n) [ h1(n) h2(n) ] 

= [ x(n) h1(n) ] h2(n)

3. 分配律 图(d)、(e)

y(n)=x(n) [ h1(n)+h2(n) ] 

= x(n) h1(n)+x(n) h2(n)
离散卷积的结合律和分配律

h1(n) h2(n)

h
1
(n)    h

2
(n)

y(n)x(n)

y(n)x(n)

h1(n)£«h2(n)
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h
1
(n)

h2(n)
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£¨ a £©

£¨ b £©

£¨ c £©

£¨ d £©
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£¨ a £©
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£¨ a £©

£¨ b £©

£¨ c £©

£¨ d £©

*

h1(n) h2(n)

h
1
(n)    h

2
(n)

y(n)x(n)

y(n)x(n)

h1(n)£«h2(n)
y(n)x(n)

h
1
(n)

h2(n)

y(n)x(n)

£¨ a £©

£¨ b £©

£¨ c £©

£¨ d £©

*
h1(n) h2(n)

h
1
(n)    h

2
(n)

y(n)x(n)

y(n)x(n)

h1(n)£«h2(n)
y(n)x(n)

h
1
(n)

h2(n)

y(n)x(n)

£¨ a £©

£¨ b £©

£¨ c £©

£¨ d £©

*+

(a)

(b) 

(c) 

(d)

(e)
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2.4.3  离散线性时不变系统的因果性

◼ 因果性是对一类线性时不变系统的约束条件

如果系统的输出y(n)只取决于 n 时刻和 n 时刻以前的输入，而与

n 时刻以后的输入序列无关，则称该系统具有因果性质，或称该系

统为因果系统；如果 n 时刻的输出还取决于 n 时刻以后的输入序列，

在时间上违背了因果性，系统无法实现，则系统被称为非因果系统。

因此系统的因果性是指系统的可实现性。

线性时不变系统具有因果性的充分必要条件是系统的单位采样

响应满足下式

h(n)=0, n<0 

41
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满足上式条件的序列称为因果序列，因此因果系统

的单位采样响应必然是因果序列。

因果性系统的条件式从概念上也容易理解，因为单

位采样响应是输入为δ(n)的零状态响应，在n=0时刻以前

即n<0 时，没有加入信号，输出只能等于零，因此系统

满足因果性的条件为

h(n)=0, n<0 

42

（讨论因果性的证明）
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根据h(n)的时宽,：有限冲激响应（finite impulse response，FIR）
和无限冲激响应（infinite impulse response，IIR ）两类系统

有界输入有界输出（BIBO）稳定性：当且仅当每一个有界的输入序列都
产生有界的输出序列，则该系统是BIBO稳定的。

h(n)

离散时间系统的稳定条件

2.4.4  离散线性时不变系统的稳定性

◼ 稳定性是线性系统理论中的一个重要概念

43

稳定性的充要条件是系统的单位采样响应绝对可加
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证明： 充分性

因为输入序列 x(n) 有界，即

, -∞<n<∞， M 为任意有限正数

如果系统的单位采样响应 h(n) 满足下式

| )𝑥(𝑛 | ≤ 𝑀 < ∞

( )
n

h n


=−

 

| )𝑦(𝑛 | ≤ | ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)ℎ(𝑛 − 𝑚 | ≤ 𝑀 ෍

𝑘=−∞

∞

| )ℎ(𝑘 | ≤ 𝑀 · 𝑆 < ∞

稳定系统的充分必要条件的证明

44

由卷积公式得到输出 y(n )为

因此，输出 y(n ) 是有界的，所以系统一定是稳定的。
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利用用反证法。如果h(n)不满足

( )
n

S h n


=−

= = 

因此，若𝑆 = ∞，则一个有界的输入产生一个无界的输出，这与稳定性的定义
相矛盾。故𝑆 < ∞，即系统的单位采样响应绝对可加是稳定系统的必要条件

证明：必要性

2

( ) ( ) ( )

( ) ( )
(0) ( ) (0 ) ( )

( ) ( )

0

m

m m m

y n h m x n m

h m h m
y h m

n

x m h m S
h m h m



=−

   

=− =− =−

= −

= − = = = 

=

=



  

令

45

( )
, ( ) 0

( )

0, ( ) 0

h n
h n

h n

h n

 −
− 

−

− =

x(n)= ቊ

那么总可以找到一个或若干个有界的输入引起无界的输出，例如

显然 | )𝑥(𝑛 | 是有界的（1或 0），当 n<0 时，系统的输出为
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上式是收敛的。因此，系统稳定的条件是|a|<1；系统稳定时，h(n)的模值随
n加大而减小，此时，序列h(n)称为收敛序列（有界）。 |a|≥1时，系统不稳
定，h(n)的模值随n加大而增大，则称为发散序列（无界）。

a

a
aanh

N

N

N

n

n

Nn

n

n

−
===

→

−

=→



=



−=


1

limlim)(
1

00

0

1
( )

1

n

n n

h n a
a

 

=− =

= =
−

  ≤ 𝑆 < ∞

例 设线性时不变系统的单位取样响应h(n)=anu(n)，式中a是实常数，
试分析该系统的因果性和稳定性。

只有当𝑎 < ∞,由无限项集合级数求和公式得到

解 由于 n<0时，h(n)=0，所以系统是因果系统。由稳定性条件，有

（讨论线性时不变系统的单位取样响应为h(n)=u(n)，系统的因果性和稳定性）
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小结：离散线性时不变系统的因果性和稳定性

稳定性的定义：

稳定性的充要条件：

因果性:
对一类重要的线性时不变系统的约束条件，系统的输出

y(n)只取决于n 时刻和n 时刻以前的输入。

 根据h(n)的时宽：有限冲激响应（FIR）和无限冲激响应（IIR）
两类系统

 FIR系统总是稳定的，IIR系统虽然h(n)是无限时宽的，但只要输
出是有界的，其系统就是稳定的

 把h(n)是否有限时宽或无限时宽与稳定性区分开来
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◼ 线性时不变系统可由其单位采样响应h(n)完全刻画

𝑦(𝑛) = 𝑇[ ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)𝛿(𝑛 −𝑚 ] = ෍

𝑚=−∞

∞

𝑥(𝑚)𝑇 )𝛿(𝑛 −𝑚

= ෍

𝑚=−∞

∞

)𝑥(𝑚)ℎ(𝑛 −𝑚 = 𝑥 𝑛 ∗ ℎ 𝑛

𝐵ℎ = ෍

𝑛=−∞

∞

ℎ 𝑛 = 𝑆 < ∞

2、线性时不变系统是因果的，当且仅当其单位采样响应h(n)是因果序列

1、线性时不变系统是稳定的，当且仅当其单位采样响应h(n)是绝对可加的

ℎ(𝑛) = 0 , 𝑛 < 0

48
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ℎ(𝑛) = 𝛿(𝑛 − 𝑛d) , − ∞ < 𝑛 < +∞

ℎ(𝑛) =
1

𝑀1 +𝑀2 + 1
෍

𝑘=−𝑀1

𝑀2

)𝛿(𝑛 − 𝑘

几种典型的线性时不变系统的单位采样响应

ℎ 𝑛 = ෍

𝑘=−∞

𝑛
◼ 累加器

◼ 移动平均系统

输出序列的第n个样本是输入序列第 n 个样本附近的(M1+M2+1)个样本的平均值

◼ 无记忆系统

系统在每一个n时刻的输出只取决于该时刻的𝑥(𝑛)值，如， y 𝑛 = [𝑥 𝑛 ]2

就是这类系统、对于理想单元延迟系统，当𝑛d = 0时系统是无记忆的

𝛿(𝑘) = ቊ
1, 𝑘 ≥ 0
0, 𝑘 < 0

◼ 理想延迟系统

49
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分析一个系统，可以将系统看成一个黑盒子，只描述或者研究系统输出和输入之间的关系，这种方法

称为输入输出描述法。对于模拟系统，是由微分方程描述系统输出输入之间的关系；对于离散时间系统，

则用差分方程描述输出输入之间的关系。对于离散线性时不变系统，经常用的是线性常系数差分方程。

2.4.5   用差分方程表示离散线性时不变系统

𝑦 𝑛 =෎

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘
𝑏0
𝑥 𝑛 − 𝑘 −෎

𝑘=1

𝑁

𝑏𝑘
𝑏0
𝑦 𝑛 − 𝑘 , 𝑏0 ≠ 0

 常系数：𝑎0, 𝑎1 , … , 𝑎𝑀 ; 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑁均是常数（不含n）

 阶数：y(n) 变量 k 的最大序号与最小序号之差，如 N=N−0

 线性：y(n-k)与 x(n-m)各项只有一次幂，且不含它们的乘积项

 线性常系数差分方程求解：时域：递推法、卷积和法; 变换域：𝓏变换法

离散时间
线性时不变系统

h(n)

y(n)
෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝑦(𝑛 − 𝑘) = ෍

𝑘=0

𝑀

)𝑎𝑘𝑥(𝑛 − 𝑘
x(n)

◼ 任何离散线性时不变系统的输入与输出满足 N 阶线性常系数差分方程
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任何离散线性时不变系统的输入与输出满足 N 阶线性常系数差分方程

离散时间
线性时不变系统

h(n)

y(n)( )x n

2.4.5   用差分方程表示离散线性时不变系统

 常系数：𝑎0, 𝑎1 , … , 𝑎𝑀 ; 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑁均是常数（不含 n）

 阶数：y(n) 变量 k 的最大序号与最小序号之差，如 N=N−0

 线性：y(n-k)与 x(n-m)各项只有一次幂，且不含它们的乘积项

 线性常系数差分方程求解：时域：递推法、卷积和法; 变换域：𝓏变换法

෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝑦(𝑛 − 𝑘) = ෍

𝑘=0

𝑀

)𝑎𝑘𝑥(𝑛 − 𝑘

𝑦 𝑛 =෎

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘
𝑏0
𝑥 𝑛 − 𝑘 −෎

𝑘=1

𝑁

𝑏𝑘
𝑏0
𝑦 𝑛 − 𝑘 , 𝑏0 ≠ 0

51
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◼ 用迭代法求解差分方程

例 已知常系数线性差分方程为 y(n)=x(n)+by(n-1)，求满足该方程的因果系统的单
位采样响应h(n)

解 为了得到系统的单位采样响应，令𝑥 𝑛 = 𝛿 𝑛 ，于是，有 𝑦(𝑛) = ℎ(𝑛)

系统方程变为 ℎ(𝑛) = 𝑏ℎ(𝑛 − 1) + 𝛿(𝑛)

因果系统有ℎ 𝑛 =0, n<0 （这是初始条件）；

52

系统方程：ℎ 𝑛 = 𝑏ℎ 𝑛 − 1 + 𝛿 𝑛 ，初始条件：ℎ 𝑛 =0, n<0

ℎ(1) = 𝑏ℎ(0) + 𝛿(1) = 𝑏 ⋅ 1 + 0 = 𝑏

ℎ(3) = 𝑏ℎ(2) + 𝛿(3) = 𝑏3 + 0 = 𝑏3
ℎ(2) = 𝑏ℎ(1) + 𝛿(2) = 𝑏2 + 0 = 𝑏2

⋮
ℎ 𝑛 = 𝑏ℎ 𝑛 − 1 + 𝛿 𝑛 = 𝑏𝑛 + 0 = 𝑏𝑛, 𝑛 ≥ 0

归纳得到 ℎ 𝑛 =𝑏𝑛𝑢(𝑛)，对应一个因果系统，且|𝑏| < 1时稳定

如果初始条件： ℎ 𝑛 =0, n > 0，则递推得

ℎ 𝑛 = −𝑏𝑛 𝑢(−𝑛 − 1)

。

对应一个非因果系统，且|𝑏| > 1时稳定
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1. 差分方程本身并不能确定该系统是因果还是非因果系统，相应的初始
条件决定系统是否满足因果性

2. 如果没有初始条件约束，不能唯一地确定线性常系数差分方程的解，
即不能唯一地确定系统的输入与输出之间的关系

3. 对于实际系统，用递推解法求解，总是由初始条件向n>0的方向递推，
是一个因果解；但对于差分方程，其本身也可以向n<0的方向递推，得
到的是非因果解

单位采样
延迟

+
x(n) y(n)

b

一阶差分方程描述的离散线性时不变系统

◼ 差分方程的递推数值解法中的三种基本运算

加法、乘法、延迟

对于一个给定的离散线性
时不变系统，可以有多个
不同的差分方程表达

（讨论）

53

◼ 由上例可以看到



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

2024/9/24

◼ 零阶线性常系数差分方程（没有反馈项）

相应的单位采样响应为

FIR系统的输出可以无需递归地被计算

𝑦(𝑛) =෎

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘
𝑏0
𝛿(𝑛 − 𝑘) = ൞

𝑎𝑛
𝑏0

0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑀

0 其它

𝑦(𝑛) =෎

𝑚=0

𝑀

𝑎𝑚
𝑏0

𝑥(𝑛 − 𝑚)

54

◼ 本课程后面讨论中，常系数线性差分方程就代表线性时不变系统，

且多数代表因果系统
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◼ 复指数序列𝑒j𝜔𝑛是线性时不变系统的特征函数

2.5.1  对复指数序列的响应

𝑦(𝑛) = 𝑇[𝑒j𝜔𝑛] = ෍

𝑚=−∞

∞

ℎ(𝑚)𝑒 )j𝜔(𝑛−𝑚 = 𝑒j𝜔𝑛 ෍

𝑚=−∞

∞

ℎ(𝑚)𝑒−j𝜔𝑚

𝐻(𝑒j𝜔) = ෍

𝑚=−∞

∞

ℎ(𝑚)𝑒−j𝜔𝑚

൯𝑦(𝑛) = 𝑒j𝜔𝑛𝐻(𝑒j𝜔

若定义

则𝑦(𝑛)可表示为

线性时不变系统的一个重要特性是对某些类型的输入特征函数，其输
出依然保持同样的特征函数，复指数函数是这种特征函数之一（讨论）

系统对 𝑒j𝜔𝑛输入所产生的输出序列 𝑦(𝑛)依然是具有相同频率的复
指数序列，只是乘了一个复数常数𝐻(𝑒j𝜔)（又称特征值）

2.5  离散时间系统的频率响应函数

55
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◼ 特征值H(ejω)是频率ω的函数，描述了由系统导致的复指数输入信
号在复振幅上的变化，称为系统的频率响应

◼ 通常，H(ejω) 为复数

𝑯(𝒆𝐣𝝎) = Re[𝐻(𝑒j𝜔)] + jIm[(𝑒j𝜔)] = | ൯𝐻(𝑒j𝜔 |𝑒 )j𝜃(𝜔

◼ 系统的单位采样响应 h(n) 可由其频率响应H(ejω) 的离散时间傅里
叶反变换求得

56

ℎ 𝑛 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑯 𝒆𝐣𝝎 𝑒j𝜔𝑛d𝜔
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◼ 离散时间线性时不变系统的频率响应是频率ω的周期函数，周期为2π

𝐻(𝑒 )j(𝜔+2𝜋 ) = ෍

𝑘=−∞

∞

ℎ 𝑘 𝑒−j 𝜔+2𝜋 𝑘

57

= ෍

𝑘=−∞

∞

ℎ 𝑘 𝑒−j𝜔𝑘𝑒−j2𝜋𝑘 = 𝐻(𝑒j𝜔)

1、频率 ω与 (ω+2rπ) 复指数序列是无法区别的

2、只需要给出 2π区间内的 H(ejω) 即可，一般取－π < ω ≤ π
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系统的单位采样响应h(n)的离散时间傅里叶变换𝐻(𝑒j𝜔）称作系统频率响应

由上可知，输出序列 𝑦 𝑛 的离散时间傅里叶变换𝑌(𝑒j𝜔)由输入序列的傅里叶变
换 𝑋(𝑒j𝜔) 与该系统的频率响应𝐻(𝑒j𝜔)相乘得到。

系统的单位采样响应为h(n)，系统的输入为任意绝对可加序列 x(n)，且有
ℎ 𝑛 ⇔ 𝐻 𝑒j𝜔 , 𝑥 𝑛 ⇔ 𝑋(𝑒j𝜔)，系统的输出由离散线性卷积 )𝑦(𝑛) = 𝑥(𝑛) ∗ ℎ(𝑛

给出。由卷积性质可知，系统的输入和输出的离散时间傅里叶变换存在以下关系

2.5.2 对任意序列的响应

（讨论）

𝐻(𝑒j𝜔) = ෍

𝑛=−∞

∞

)ℎ(𝑛 𝑒−j𝜔𝑛

58

由𝑌(𝑒j𝜔)的离散时间傅里叶反变换得到系统的输出 y(n )

𝑦(𝑛) =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

𝑌 𝑒j𝜔 𝑒j𝜔𝑛d𝜔 =
1

2𝜋
න
−𝜋

𝜋

൯𝑋(𝑒jω)𝐻(𝑒j𝜔 𝑒j𝜔𝑛d𝜔

𝑌(𝑒j𝜔) = 𝑋(𝑒j𝜔)𝐻(𝑒j𝜔)
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2.5.3  利用差分方程求频率响应函数

应用DTFT时间移位特性，即𝑥 𝑛 − 𝑘 ⇔ 𝑋(𝑒𝑗𝜔)𝑒−𝑗𝜔𝑘

为分析方便，设式中 b0=1。对上式两边进行离散时间傅里叶变换(DTFT)

𝑌 𝑒j𝜔 ෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝑒
−j𝜔𝑘=𝑋 𝑒j𝜔 ෍

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘𝑒
−j𝜔𝑘 , 𝑏0 = 1

෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝑦 𝑛 − 𝑘 =෍

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘𝑥 𝑛 − 𝑘
离散线性时不变系
统的 N 阶差分方程

因此，系统的频率响应为

由上式可知，离散线性时不变系统的频率响应𝐻 𝑒j𝜔 可以用两个𝑒−j𝜔的多项式之比
来描述，将不同的𝜔代入上式，就可以求出系统的频率特性

𝐻 𝑒j𝜔 =
𝑌 𝑒j𝜔

𝑋 𝑒j𝜔
=
෌

𝑘=0

𝑀
𝑎𝑘𝑒

−j𝜔𝑘

෌
𝑘=0

𝑁
𝑏𝑘𝑒

−j𝜔𝑘
=
𝑎0 + 𝑎1𝑒

−j𝜔 + 𝑎2𝑒
−j2𝜔 +⋅⋅⋅ +𝑎𝑀𝑒

−j𝑀𝜔

1 + 𝑏1𝑒
−j𝜔 + 𝑏2𝑒

−j2𝜔 +⋅⋅⋅ +𝑏𝑁𝑒
−j𝑁𝜔
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◼ 离散时间序列：基本序列及其运算

◼ 离散时间序列的傅里叶变换表示

◼ 离散时间傅里叶变换的性质

◼ 离散线性时不变系统

◼ 离散时间系统的频率响应函数

本章小结
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