
数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

第十一章 误差分析*

杨勐 教授

1



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

2

8.1 引言

8.2 数的表示对量化误差的影响

8.3 A/D转换的量化误差分析

8.4 数字滤波器的系数量化误差

8.5 数字滤波器的运算量化误差
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◼ 数字信号处理的实质：一组数值运算。

◼ 从设计的角度来讨论：认为数字是无限精度的。

◼ 从实现的角度考虑：数字的精度是有限的

– 用有限字长的二进制数码表示

◼ 从设计时的无限精度到实现时的有限精度，会产生相对于原

设计系统的误差，严重时会导致系统崩溃。

8.1 引言
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数字滤波器的实现方法：

a.利用专用计算机（DSP系统）；

b.直接利用计算机和通用软件编程实现。

一个数字滤波器的系统函数一般可表示为有理函数形式：

为IIR滤波器形式，{𝑏𝑖}都为0时就是一个FIR滤波器。

对于这样一个系统，也可用差分方程来表示：
ib

𝑦(𝑛) =

𝑖=0

𝑁

𝑎𝑖𝑥(𝑛 − 𝑖) +

𝑖=1

𝑁

𝑏𝑖𝑦(𝑛 − 𝑖)

𝐻(𝑧) =
σ𝑖=0
𝑁 𝑎𝑖𝑧

−𝑖

1 − σ𝑖=1
𝑁 𝑏𝑖 𝑧

−𝑖
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IIR、FIR的系统函数

网络结构形式（直接、串、并、格型结构）

软、硬件实现

DF)(nx )(ny
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一个输出序列是其过去𝑁点输出值的线性组合加上当前输
入序列与过去𝑁点输入序列的线性组合。

𝑦(𝑛)除了与当前的输入𝑥(𝑛)有关，同时还与过去的输入和过
去的输出有关，系统是带有记忆的。

对于上面的算式，可以化成不同的计算形式，如直接计算、
分解为多个有理函数相加、分解为多个有理函数相乘等等，
不同的计算形式也就表现出不同的计算结构，而不同的计算
结构可能会带来不同的效果，或者是实现简单，编程方便，
或者是计算精度较高等等。



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

7

数字信号是通过采样和转换得到的，而转换的位数是有限的（

一般6、8、10、12、16位），所以存在量化误差，另外，计算

机中的数的表示也总是有限的，经此表示的滤波器的系数同样

存在量化误差，在计算过程中因有限字长也会造成误差。

量化误差主要有三种误差：

①A/D变换量化效应---信号采集时—抽样定理；

②系数的量化效应---系统函数分子分母系数的量化表示；

③数字运算的有限字长效应--乘法运算--乘积的有效位数比每

个因子都增加，须截短或舍入。
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8.2 数的表示对量化误差的影响

8.2.1. 二进制数的定点与浮点表示

任意二进制数可表示成如下形式

（1）定点制

在整个运算中小数点的位置固定不变

例如：设有一个8位寄存器，按如下方式表示数据：

s a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7. Q4.4格式

s a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7. Q1.7格式

符号位：
0表示正
1表示负

2
c

B M=  （8.2.1）

如二进制数 1001.111=2100╳ 0.1001111
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定点表示

整个运算中，小数点在数码中的位置固定不变，原则上小数

点在数码中的位置是任意的，称为定点制；

通常定点制总是把数限制在±1之间；最高位为符号位，0为

正，1为负，小数点紧跟在符号位后；数的本身只有小数部

分，称为“尾数”；若尾数有bm位，则数B所能表示的数的

范围是

若数值较大时，可乘上一个衰减因子，保证该数在运算中不

超过1；运算后再除以该因子还原。

𝛽0 • 𝛽1𝛽2 ⋯𝛽𝑏

1 2 mb
B

−
 − （8.2.2）
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定点数作加减法时结果可能会超出±1，称为“溢出”；

乘法运算不溢出，但字长要增加一倍。

为保证字长不变，乘法后，一般要对增加的尾数作截尾

或舍入处理，带来误差。

缺点：动态范围小，有溢出；衰减比例系数不好确定。
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（2）浮点制

浮点数的小数点位置是不固定的，它随每个数的大小而变化。

2
c

B M= 
尾数

阶码

尾数、阶码均用带符号的定点数来表示

尾数的第一位表示了浮点数的正负；

设阶码为bc位，尾数为bm位，则浮点数的表示范围是

（8.2.1）

1
2 (1 2 )c mb b

B
− −

  −



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

12

浮点制运算:

对阶

相加

归一化,并作尾数处理

尾数相乘, 阶码相加, 再作截尾或舍入。

尾数M的取值在[0.5, 1)，只是要求规格化表示。

相加:

𝑥 = 0.0101 × 2011就是非规格化表示。

为充分利用尾数的有效位数，规格化表示为𝑥 = 0.101 × 2010

相乘 : 
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1 2
1 1 2 22 ,     2

c c
x M x M= =

举例说明：

1 2
1 2 1 22 ( )

c c
x x M M

+
 = 相乘：

2
1 2 1 22 ( )

c
x x M M+ = +

相加： 若 c1 < c2，把 M1 各位右移变为 M1’，使 2
1 12

c
x M =

字长增加，
M1’必须取近似值

规格化形式：使 0.5≤ M <1。

例如 x>0 时，阶码 c 满足：
1

2 2
c c

x
−  
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优点: 动态范围大,一般不溢出.

缺点: 相乘、相加，都会增加字长，都要对尾数处理作量化

处理。

一般，浮点数都用较长的字长，精度较高，所以我们讨论误

差影响主要针对定点制。
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定点数的表示分为三种（原码、反码、补码）：

设有一个（b+1）位码定点数： β0β1β2┄βb，则

①原码定义为

十进制数值为

举例：1.111→-0.875 , 0.010→0.25

  0

10
1

( 1) 2
b

i

i

i

x
  −

=

= − 

原码的优点是乘除法运算方面，而加减法运算要增加时间。

15

8.2.2 原码、补码和反码

 
0 1

1 1 0

x x
x

x x

 
= 

+ −  
原

（8.2.3）
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②反码定义：（正数同原码，负数则将原码中的尾

数按位求反）

十进制数值为

举例：

正数表示：0.101

其反码为：1.010

  010
1

(1 2 ) 2
b

b i

i

i

x  − −

=

= − − +
𝑥 = −0.625

16

 
0 1

(2 2 ) 1 0b

x x
x

x x−

 
= 

− − −  
反 （8.2.4）
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③ 补码表示（正数同原码，负数则将原码中的尾数求

反加1）

十进制数值为

举例：

𝑥 = −𝛽0 +

𝑖=1

𝑏

𝛽𝑖2
−𝑖

𝑥 = −0.75

正数表示：0.110

取反：1.001

𝑥的补码：1.010

17

 
0 1

2 1 0

x x
x

x x

 
= 

− −  
补

（8.2.5）
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补码加法运算规律：

正负数可直接相加，符号位同样参加运算，

如符号位发生进位，进位的 1 丢掉。

负数以补码形式表示的原因：

将减法运算变为补码的加法运算。

18

补码应用最为广泛。
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负数（β0 = 1）有三种表示方法：原码、反码、补码

<1> 原码： β0 = 1， β 1~ β b 与 |x| 相同

<2> 反码：把原码尾数中各位取反（0变1，1变0）

<3> 补码：反码的末尾+1
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例8.1：设 b=4，已知 x1 = (0.4375)10 = (0.0111)2,

x2 = (0.625)10 = (0.1010)2,

分别将x3=(-0.4375)10，x4 =(-0.625)10 用原码、反码、补码表示。

解：x3=(-0.4375)10，

原码：1.0111；

反码：1.1000；

补码：1.1001；

x4 = (-0.625)10，

原码：1.1010；

反码：1.0101；

补码：1.0110；
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8.2.3 截尾与舍入效应

1. 定点制的量化误差

定点制中的乘法，运算完毕后会使字长增加，例如原来是b

位字长，运算后增长到b1位，需对尾数作量化处理使b1位字

长降低到b位。

量化处理方式：

截尾：保留b位，抛弃余下的尾数；

舍入：按最接近的值取b位码。

两种处理方式产生的误差不同，另外，码制不同，误差也不

同。

21
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1、截尾处理：

1）正数（三种码形式相同）

一个b1位的正数x为：

用[·]T表示截尾处理，则

𝑥 =

𝑖=1

𝑏1

𝛽𝑖2
−𝑖

[𝑥]𝑇 =

𝑖=1

𝑏

𝛽𝑖2
−𝑖

22
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截尾误差

可见，ET≤0，βi全为1时，ET有最大值，

“量化宽度”或“量化阶” q=2-b：代表b位字长可表示的最小数。

一般 2-b1<<2-b, 因此正数的截尾误差为

-q ≤ ET ≤ 0 （8.2.7）

𝐸𝑇 = [𝑥]𝑇 − 𝑥 = − 

𝑖=𝑏+1

𝑏1

𝛽𝑖2
−𝑖

𝐸𝑇 = − 

𝑖=𝑏+1

𝑏1

2−𝑖 = −(2−𝑏 − 2−𝑏1)

23

（8.2.6）
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2）负数

负数的三种码表示方式不同，所以误差也不同。

原码（β0=1）：

0 ≤ ET  ≤ q

𝑥 = −

𝑖=1

𝑏1

𝛽𝑖2
−𝑖 [x]T = −

𝑖=1

𝑏

𝛽𝑖2
−𝑖

𝐸𝑇 = 𝑥 𝑇 − 𝑥 = 

𝑖=𝑏+1

𝑏1

𝛽𝑖2
−𝑖

24

（8.2.8）

（8.2.9）
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补码（ ）

因 所以

𝛽0 = 1

𝑥 = −1 +

𝑖=1

𝑏1

𝛽𝑖2
−𝑖

𝑥 𝑇 = −1 +

𝑖=1

𝑏

𝛽𝑖2
−𝑖

𝐸𝑇 =

𝑖=1

𝑏

𝛽𝑖2
−𝑖 −

𝑖=1

𝑏1

𝛽𝑖2
−𝑖

𝑏1 > 𝑏,

−𝑞 < 𝐸𝑇 ≤ 0

25

（8.2.10）



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

反码（ ）

(           与原码的相同）

𝑥 = −1 +

𝑖=1

𝑏1

𝛽𝑖2
−𝑖 + 2−𝑏1

𝑥 𝑇 = −1 +

𝑖=1

𝑏

𝛽𝑖2
−𝑖 + 2−𝑏

𝐸𝑇 = 𝑥 𝑇 − 𝑥 = − 

𝑖=𝑏+1

𝑏1

𝛽𝑖2
−𝑖 + (2−𝑏 − 2−𝑏1)

𝛽0 = 1

0 ≤ 𝐸𝑇 < 𝑞

𝐸𝑇 > 0

26

（8.2.11）
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图8.2.1 截尾量化处理的非线性特性

27

（a）补码表示的截尾过程（b）原码和反码表示的截尾过程

补码的截尾误差均是负值，原码、反码的截尾误差取决于数
的正负，正数时为负，负数时为正。
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2.舍入处理

通过b+1位上加1后作截尾处理实现。

就是通常的四舍五入法，按最接近的数取量化，不

论正数、负数，还是原码、补码、反码，误差总是

在±
𝑞

2
之间，以 𝑥 𝑅表示对x作舍入处理。

舍入处理的误差比截尾处理的误差小，所以对信号进行量化

时多用舍入处理。

28



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

29

（2）定点制量化误差

截尾误差

正数

负数 原码

反码

补码

0Tq E−  

2
b

q
−=

0 TE q 

0Tq E−  

舍入误差

？
2 2

R

q q
E−  

q

- q x

QR[x]
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2.浮点制量化误差

浮点制中，截尾与舍入只影响尾数的字长，但误差却与阶码的值有关。

例如

其误差为

而

其误差为

说明误差与数字本身大小有关。采用相对误差较绝对误差更能反应浮
点制的特点。

30

000

1

000

1

0.1001 2 ( 0.5625)

0.10 2 ( 0.50T

x

x

=  =

=  = ）

1 1 1 0.0625TE x x= − = −

011

2

011

2

0.1001 2 ( 4.5)

0.10 2 ( 4.0T

x

x

=  =

=  = ）

2 2 2 0.5TE x x= − = −
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用εT和εR表示截尾和舍入的相对误差

相对误差的范围：

当采用舍入处理时，尾数误差在± Τ𝑞 2之间，设阶码为C，则其绝对误差为：

又由于x是归一化的浮点数，因此

将式（8.2.14）代入式（8.2.13）就可以得到

31

; ;T R

T R

x x x x

x x
 

− −
= = （8.2.12）

2 ( ) 2 ( )
2 2

C C

R

q q
x−   （8.2.13）

1
2 2

c c
x

−  
（8.2.14）

Rq q−   （8.2.15）
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截尾误差

正数

负数 原码

反码

补码

2 0Tq −  

舍入误差

Rq q−  

同理，可以确定浮点数 x = M·2C 的截尾相对误差的范围：

T

T

x x

x


−
=

2
b

q
−=

2 0Tq −  

0 2T q 
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8.3 A/D转换的量化误差分析

1.  AD转换过程的统计模型

采样器 量化器

( )ax t ( ) ( )ax n x nT= ˆ( ) [ ( )]x n Q x n=

采样器

( )ax t ( ) ( )ax n x nT= ˆ( ) ( ) ( )x n x n e n= +

( )e n

精确的采样值，
无限精度的信号

量化后的信号

图8.3.1 AD变换的非线性模型

图8.3.2 AD变换的统计模型
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A/D变换器分为两部分：

采样：时间离散，幅度连续；

量化：数字编码，对采样序列作舍入或截尾处理，得有限字长数字信号ො𝑥(𝑛)

34

图8.3.3 AD转换器定点补码舍入量化特性
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为了讨论A/D的量化效应，先做以下假设：

①. 充分限带：使得采样后不发生混叠失真；

②. 表示成 (b+1) 位的定点补码小数；

③. 采用舍入量化方式；

④. 模拟信号 xa(t) 已经归一化了，即－1<xa(nT) < 1。

ˆ( ) ( ) ( ) [ ( )] ( )e n x n x n Q x n x n= − = −量化误差：

,   2
2 2

b
R

q q
E q

−−   =

（8.3.1）
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2. 量化误差的统计分析

假设量化误差 e(n) 具有下列特性：

 e(n)是一个平稳随机序列；

 e(n)与采样信号x(n)不相关；

 e(n)本身的任意两个值之间不相关；

 e(n)在其误差范围内均匀等概率分布。

量化误差e(n)是一个与信号序列完全不相关的白噪声序列，

称为量化噪声；
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对一个采样数据𝑥(𝑛)作截尾和舍入处理，则

截尾量化误差：

舍入量化误差：

上两式给出了量化误差的范围，要精确知道误差的大小很困

难。一般，我们总是通过分析量化噪声的统计特性来描述量

化误差。可以用一统计模型来表示A/D的量化过程。

𝑒𝑇(𝑛) = − 

𝑖=𝑏+1

∞

𝛽𝑖2
−𝑖

−𝑞 < 𝑒𝑇(𝑛) ≤ 0, 𝑞 = 2−𝑏

−
𝑞

2
< 𝑒𝑅(𝑛) ≤

𝑞

2
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图8.3.4 e(n)的均匀等概率分布
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误差 的均值和方差：

截尾量化噪声：

有直流分量，会影响信号的频谱结构。

𝑒(𝑛)

0

2
2 2 2

1
[ ( )]= ( )

2

[ ( ) ]= ( ) ( )
12

e
q

e e e

q
m E e n ep e de ede

q

q
E e n m e m p e de



− −



−

= = = −

= − − =

 

（ ）

39



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

舍入量化噪声：

可见，量化噪声的方差与A/D变换的字长直接有关，字长越长，

量化噪声越小。

对补码舍入和截尾时都假设量化误差的自协方差序列为

𝑚𝑒 = 0

𝜎𝑒
2 = ൗ𝑞2

12

𝑞 = 2−𝑏

40
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定义量化信噪比：

用对数表示：

字长每增加 1 位，量化信噪比增加6个分贝；

信号能量越大，量化信噪比越高。

注：因信号本身有一定的信噪比，单纯提高量化信噪比无意义。

𝜎𝑥
2

𝜎𝑒
2 =

𝜎𝑥
2

ൗ𝑞2
12

= (12 × 22𝑏)𝜎𝑥
2

2
2 2

2

2 2

10lg( ) 10lg (12 2 )

6.02( 1) 10lg(3 )=6.02 10.79 10lg( )

bx
x

e

x x

SNR

b b






 

 = =  

= + + + +

（8.3.3）

（8.3.4）
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例8.2：已知x(n)在-1至1之间均匀分布，求8、12位时A/D的SNR。

因均匀分布，所以有：

均值：

方差：

当 b=8 位，则SNR=54dB，当 b=12 位，则SNR=78dB. 

𝐸 𝑥(𝑛) = 0

𝜎𝑥
2 = න

−1

1 1

2
𝑥2 𝑑𝑥 =

1

3

𝑆𝑁𝑅 = 10 lg(
𝜎𝑥
2

𝜎𝑒
2) = 10 lg (12 × 22𝑏)𝜎𝑥

2 = 6.02(𝑏 + 1) + 10 lg( 3𝜎𝑥
2)
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3. 量化噪声通过线性系统

+
( )

( )

h n

H z

( )x n ˆ ( )x n ˆ( ) ( ) ( )
f

y n y n e n= +

( )e n

 ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

       ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
f

y n x n h n x n e n h n

x n h n e n h n y n e n

=  = + 

=  +  = +

系统的输出：

图8.3.5 量化噪声通过线性系统的线性模型

（8.3.5）
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设e(n)是定点补码舍入误差，e(n)的均值为me 、方差为𝜎𝑒
2

0

[ ( )] [ ( ) ( )] ( ) 0
f f e

m

m E e n E e n h n m h m


=

= =  = =

则系统量化噪声的输出 ൯𝑒𝑓(𝑛 的均值 mf 和方差𝜎𝑓
2计算如下：

（8.3.7）

𝜎𝑓
2 = 𝐸 𝑒𝑓

2(𝑛) = 𝐸 

𝑚=0

∞

ℎ(𝑚)𝑒(𝑛 − 𝑚)

𝑙=0

∞

ℎ(𝑙)𝑒(𝑛 − 𝑙)

= 

𝑚=0

∞



𝑙=0

∞

ℎ(𝑚)ℎ(𝑙)𝐸 𝑒(𝑛 − 𝑚)𝑒(𝑛 − 𝑙)

（8.3.6）
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根据Parseval定理，𝜎𝑓
2也可以用下式表示：

22
2 2 1

0

( ) ( ) ( )
2

e
cf e

m

dz
h m H z H z

j z


 




−

=

 = = （8.3.8）

22
2

2 2

-
0

( ) ( )
2

je

f e
m

h m H e d
 



  





=

 = = （8.3.9）

或者

( ) ( ) ( ) 2

e
E e n m e n l m l  − − = − e(n)为白噪声，则有
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H(z)全部极点在单位圆内， 表示沿单位圆逆时针方向的圆周积

分。由留数定理：

该式为求解量化噪声输出的方法之二。

如𝑒(𝑛)为截尾噪声，则输出噪声中还有一直流分量。

ර
𝑐

𝑚𝑓 = 𝐸 

𝑚=0

∞

ℎ(𝑚) 𝑒(𝑛 −𝑚) = 𝑚𝑒 ⋅ 

𝑚=0

∞

ℎ(𝑚) = 𝑚𝑒 ⋅ 𝐻(𝑒
𝑗0)

𝜎𝑓
2 = 𝜎𝑒

2

𝑘

Re 𝑠
𝐻(𝑧)𝐻(𝑧−1)

𝑧
, 𝑧𝑘
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例10.3：一个8位A/D变换器（ 𝑏 = 7，最高位为符号位），其输

出 ො𝑥(𝑛) 作为IIR滤波器的输入，求滤波器输出端的量化噪声功

率，已知IIR滤波器的系统函数为：

复习求解方法：

解：由于A/D的量化效应，滤波器输入端的噪声功率：

𝐻(𝑧) =
𝑧

𝑧 − 0.999

𝜎𝑒
2 =

𝑞2

12
=
2−14

12
=
2−16

3

𝜎𝑓
2 = 𝜎𝑒

2 

𝑚=0

∞

ℎ2(𝑚) =
𝜎𝑒
2

2𝜋𝑗
ර
𝑐

𝐻 (𝑧)𝐻(𝑧−1)
𝑑𝑧

𝑧
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滤波器的输出噪声功率为：

其积分值等于单位圆内所有极点留数的和。单位圆内

有一个极点 z=0.999，所以

𝜎𝑓
2 =

𝜎𝑒
2

2𝜋𝑗
ර

𝑐

1

(𝑧 − 0.999)(𝑧−1 − 0.999)

𝑑𝑧

𝑧

𝜎𝑓
2 = 𝜎𝑒

2
1

1
0.999

− 0.999
⋅

1

0.999

=
2−16

3

1

1 − 0.9992
= 2.5444 × 10−3
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10.4 数字滤波器的系数量化误差

 由于滤波器的所有系数必须以有限长度的二进码形式存放在

存储器中，所以必然对理想系数值取量化，造成实际系数存

在误差，使零、极点位置发生偏离，影响滤波器性能。

 一个设计正确的滤波器，在实现时，由于系数量化，可能会

导致实际滤波器的特性不符合要求，严重时甚至使单位圆内

的极点偏离到单位圆外，从而系统失去稳定性。

 系数量化对滤波器的影响与字长有关，也与滤波器的结构有

关，选择合适的结构可改善系数量化的影响。
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幅
度
dB

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-80

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

0

/ /

量化前
量化后

(a) 系数量化前后的频率响应 (b) 系数量化前后的零极点分布
‘o’量化前的零点, ‘*’量化后的零点,

‘x’量化前的极点, ‘+’量化后的极点

-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

实部

虚
部

五阶椭圆低通滤波器的量化效应
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◼ 极点位置灵敏度

指每个极点位置对各系数偏差的敏感程度。极点位置的变化

将直接影响系统的稳定性。所以极点位置灵敏度可以反映系

数量化对滤波器稳定性的影响。

设系数量化后的系统函数为：

𝐻(𝑧) =
σ𝑖=1
𝑁 ො𝑎𝑖𝑧

−𝑖

1 − σ𝑖=1
𝑁 𝑏𝑖𝑧

−𝑖
=
𝐴(𝑧)

𝐵(𝑧)

量化后的系数 ො𝑎𝑖 = 𝑎𝑖 + Δ𝑎𝑖
𝑏𝑖 = 𝑏𝑖 + Δ𝑏𝑖
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 分析量化偏差𝛥𝑎𝑖 , 𝛥𝑏𝑖造成的极点位置偏差

设理想极点为𝑧𝑖 , 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑁，则

系数量化后，极点变为𝑧𝑖 + Δ𝑧𝑖 ，位置偏差Δ𝑧𝑖是由Δ𝑏𝑖引起的。

𝐵(𝑧) = 1 −

𝑖=1

𝑁

𝑏𝑖𝑧
−𝑖 =ෑ

𝑖=1

𝑁

(1 − 𝑧𝑖𝑧
−1)

 Δ𝑏𝑖对Δ𝑧𝑖 的影响：

因每个极点都与N个bi系数有关,

𝜕𝑧𝑖

𝜕𝑏𝑘
决定量化影响大小，反映极点 zi对系数 bk变化的敏感程度。

𝜕𝑧𝑖

𝜕𝑏𝑘
大，Δ𝑏𝑘对Δ𝑧𝑖影响大；

𝜕𝑧𝑖

𝜕𝑏𝑘
小，Δ𝑏𝑘对Δ𝑧𝑖影响小。

𝑧𝑖 = 𝑧𝑖(𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑁), 𝑖 = 1,⋯ ,𝑁

Δ𝑧𝑖 =
𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑏1

Δ𝑏1 +
𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑏2

Δ𝑏2 +⋯+
𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑏𝑁

Δ𝑏𝑁 = 

𝑘=1

𝑁
𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑏𝑘

Δ𝑏𝑘
Ni ,,1=

52
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由B(Z)求灵敏度
𝜕𝑧𝑖

𝜕𝑏𝑘
：

利用偏微分关系：

𝜕𝐵(𝑧)

𝜕𝑏𝑘
ห𝑧 = 𝑧𝑖

=
𝜕𝐵(𝑧)

𝜕𝑧𝑖
ห𝑧 = 𝑧𝑖

(
𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑏𝑘

)

𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑏𝑘

=
𝜕 Τ𝐵(𝑧) 𝜕𝑏𝑘
𝜕 Τ𝐵(𝑧) 𝜕𝑧𝑖

ห𝑧 = 𝑧𝑖

𝜕𝐵(𝑧)

𝜕𝑏𝑘
= −𝑧−𝑘

53

因此

因为



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

上式分母中每个因子(zi-zk)是一个由极点zk指向当前极点zi的矢量，

整个分母是所有极点指向极点zi的矢量积，这些矢量越长，极点彼

此间的距离越远，极点位置灵敏度越低；矢量越短，极点位置灵

敏度越高。即极点位置灵敏度与极点间距离成反比。

𝜕𝑧𝑖
𝜕𝑏𝑘

=
𝑧𝑖
𝑁−𝑘

ς𝑘=1
𝑘≠𝑖

𝑁 (𝑧𝑖 − 𝑧𝑘)

𝜕𝐵(𝑧)

𝜕𝑧𝑖
= −𝑧−𝑁ෑ

𝑘=1
𝑘≠𝑖

𝑁

(𝑧 − 𝑧𝑘)
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例1，一个共轭极点在虚轴附近的滤波器如图（a）

一个共轭极点在实轴附近的滤波器如图（b）

两者比较，前者极点位置灵敏度比后者小，即系数量化程度相

同时，前者造成的误差比后者小。
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例2 一个三对共轭极点的滤波器 H(z)，用三种结构实现。

1）用直接型结构实现，极点分布如图a ,

2）用三个二阶网络级联的形式实现，极点分布如图b ，

3）用三个并联二阶网络实现，极点分布如图b 。

直接型极点分布密，极点位置灵敏度高。

级联和并联型，极点分布稀，极点位置灵敏度下降。

𝐻(𝑧) = 𝐻1(𝑧) • 𝐻2(𝑧) • 𝐻3(𝑧)

𝐻(𝑧) = 𝐻′1(𝑧) + 𝐻′2(𝑧) + 𝐻′3(𝑧)
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影响极点位置灵敏度的几个因素：

 与零极点的分布状态有关；极点位置灵敏度大小

与极点间距离成反比；

与滤波器结构有关。高阶直接型极点位置灵敏度

高；并联或级联型，系数量化误差的影响小；

高阶滤波器避免用直接型，尽量分解为低阶网络

的级联或并联。
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8.5 数字滤波器的运算量化误差

数字滤波器的实现，涉及到两种运算：相乘、求和。

定点制运算中，每一次乘法运算之后都要作一次舍入（截尾）处

理，因此引入了非线性，采用统计分析的方法，将舍入误差作为

独立噪声e(n)迭加在信号上，因而仍可用线性流图表示定点相乘。

 本节主要分析：

(1) 乘积的舍入误差在滤波器系统中形成的噪声输出的求解方法。

(2) 同一系统而不同结构时，乘积的舍入误差在输出端的噪声输出

的变化。
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定点相乘运算统计分析的流图表示
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对舍入噪声e(n)作如下的假设：

1. e(n) 为平稳随机噪声序列；

2. e(n) 与输入序列 x(n) 不相关，各噪声之间也互不相关。

3. e(n) 为白色噪声；

4. 在量化间隔内均匀分布（即每个噪声都是均匀等概率分布）。

有了这些条件，整个系统就可作为线性系统处理。每一个噪声可

用第一章所讲的线性离散系统的理论求出其输出噪声，所有输出

噪声经线性迭加得到总的噪声输出。
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1. 递归数字滤波器IIR 的定点运算量化误差

(1) 以一阶IIR滤波器为例，论述乘积误差的影响
输入与输出关系可用差分方程表示为：

乘积项将引入一个舍入噪声，如图

上述一阶系统的单位脉冲响应为

系统函数为

由于𝑒(𝑛)是迭加在输入端的，故由𝑒(𝑛)造成的输出误差为：

𝑦(𝑛) = 𝑎𝑦(𝑛 − 1) + 𝑥(𝑛) 0, 1n a 

ℎ(𝑛) = 𝑎𝑛𝑢(𝑛)

𝐻(𝑧) =
𝑧

𝑧 − 𝑎

𝑒𝑓 = 𝑒(𝑛) ∗ ℎ(𝑛) = 𝑒(𝑛) ∗ 𝑎𝑛𝑢(𝑛)
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图 一阶IIR滤波器的舍入噪声

1−

𝑦(𝑛) = 𝑎𝑦(𝑛 − 1) + 𝑥(𝑛)
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输出噪声方差

或

由上两式均可求得

可见字长b越大，输出噪声越小，同样的方法可分析其它高阶DF

的输出噪声。

𝜎𝑓
2 = 𝜎𝑒

2 

𝑚=0

∞

ℎ2(𝑚) = 𝜎𝑒
2 

𝑚=0

∞

𝑎2𝑚

𝜎𝑓
2 =

𝜎𝑒
2

2𝜋𝑗
ර
𝑐

𝐻(𝑧)𝐻(𝑧−1)
𝑑𝑧

𝑧

𝜎𝑓
2 =

𝜎𝑒
2

1 − 𝑎2
=

𝑞2

12(1 − 𝑎2)
=

2−2𝑏

12(1 − 𝑎2)

b
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例：一个二阶IIR低通数字滤波器，系统函数为

采用定点制算法，尾数作舍入处理，分别计算其直接型、级联

型、并联型三种结构的舍入误差。

解：①直接型

𝐻(𝑧) =
0.04

(1 − 0.9𝑧−1)(1 − 0.8𝑧−1)

𝐻(𝑧) =
0.04

1 − 1.7𝑧−1 + 0.72𝑧−2
=
0.04

𝐵(𝑧)

(2 )举例说明乘积的量化误差与IIR滤波器结构的关系
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直接型结构流图如图

)(0 ne
)(nx )()( neny f+

)(2 ne

)(1 ne

1−z

1−z

04.0

7.1

72.0−
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图中𝑒0(𝑛)、 𝑒1(𝑛)、 𝑒2(𝑛)分别为系数0.04、1.7 、-0.72相乘后

引入的舍入噪声。采用线性迭加的方法，从图上可看出输出噪声

是这三个舍入噪声通过网络𝑒𝑓(𝑛)形成的，因此

ℎ0(𝑛)是H0(z)的单位脉冲响应

𝐻0(𝑧) =
1

𝐵(𝑧)

0 1 2 0( ) [ ( ) ( ) ( )]* ( )fe n e n e n e n h n= + +
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输出噪声的方差为：

将 和B(z)代入，利用留数定理得：𝜎𝑒
2 = ൗ𝑞2

12

𝜎𝑓
2 = 22.4𝑞2

𝜎𝑓
2 = 3𝜎𝑒

2 ⋅
1

2𝜋𝑗
ර
𝑐

1

𝐵(𝑧)𝐵(𝑧−1)

𝑑𝑧

𝑧
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②级联型

将H(z)分解

结构流图为

图 IIR级联型的舍入噪声分析

𝐻(𝑧) =
0.04

1 − 0.9𝑧−1
⋅

1

1 − 0.8𝑧−1
=

0.04

𝐵1(𝑧)
⋅

1

𝐵2(𝑧)

)(nx
)()( neny f+

9.0 8.0

)(0 ne )(2 ne)(1 ne

1−z 1−z

04.0
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由图中可见，噪声𝑒0(𝑛)、 𝑒1(𝑛)通过𝐻1(𝑧)网络，

噪声𝑒2(𝑛)只通过网络𝐻2(𝑧)，

即

𝐻1(𝑧) =
1

𝐵1(𝑧)𝐵2(𝑧)

𝐻2(𝑧) =
1

𝐵2(𝑧)

𝑒𝑓(𝑛) = {𝑒0(𝑛) + 𝑒1(𝑛)} ∗ ℎ1(𝑛) + 𝑒2(𝑛) ∗ ℎ2(𝑛)

ℎ1(𝑛)和ℎ2(𝑛)分别是H1(z)和H2(z)的单位脉冲响应。
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因此：

将

代入，得：

𝜎𝑓
2 =

2𝜎𝑒
2

2𝜋𝑗
ර
𝑐

1

𝐵1(𝑧)𝐵2(𝑧)𝐵1(𝑧
−1)𝐵2(𝑧

−1)

𝑑𝑧

𝑧

+
𝜎𝑒
2

2𝜋𝑗
ර
𝑐

1

𝐵2(𝑧)𝐵2(𝑧
−1)

𝑑𝑧

𝑧

𝐵1(𝑧) = 1 − 0.9𝑧−1, 𝐵2(𝑧) = 1 − 0.8𝑧−1, 𝜎𝑒
2 = ൗ𝑞2

12

𝜎𝑓
2 = 15.2𝑞2
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思考：如果将H1(z)和H2(z)次序颠倒，结果会怎样？
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③并联型

将H(z)分解为部分分式

其结构如图：
0.36

0.9

-0.32

0.8

𝐻(𝑧) =
0.36

1 − 0.9𝑧−1
+

−0.32

1 − 0.8𝑧−1
=

0.36

𝐵1(𝑧)
+
−0.32

𝐵2(𝑧)

)(0 ne

)(nx )()( neny f+

)(2 ne

)(1 ne

1−z

1−z

)(3 ne
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图 IIR并联型的舍入噪声分析
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并联型结构有4个系数，有4个舍入噪声，其中

只通过 网络，

通过 网络。

输出噪声方差为：

代入B1(z)和B2(z)及𝜎𝑒
2的值，得：

𝜎𝑓
2 =

2𝜎𝑒
2

2𝜋𝑗
ර
𝑐

1

𝐵1(𝑧)𝐵1(𝑧
−1)

𝑑𝑧

𝑧
+
2𝜎𝑒

2

2𝜋𝑗
ර
𝑐

1

𝐵2(𝑧)𝐵2(𝑧
−1)

𝑑𝑧

𝑧

𝜎𝑓
2 = 1.34𝑞2

[𝑒0(𝑛) + 𝑒1(𝑛)] ൗ1 𝐵1(𝑧)

[𝑒2(𝑛) + 𝑒3(𝑛)] ൗ1 𝐵2(𝑍)
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比较三种结构的误差大小，可知

直接型 > 级联型 > 并联型

原因：

 直接型结构：所有舍入误差都经过全部网络的反馈环节，反

馈过程中误差积累，输出误差很大。

级联型结构：每个舍入误差只通过其后面的反馈环节，而不

通过它前面的反馈环节，误差小于直接型。

并联型结构：每个并联网络的舍入误差只通过本身的反馈环

节，与其它并联网络无关，积累作用最小，误差最小。
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该结论对IIR DF有普遍意义。

因此，从有限字长效应看，直接型（Ⅰ、Ⅱ型）结构最

差，运算误差最大，高阶时避免采用。级联型结构较

好。并联型结构最好，运算误差最小。

结论：IIR滤波器的有限字长效应与它的结构有关。
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2．非递归数字滤波器FIR的运算量化误差

IIR的分析方法同样适用于FIR滤波器，FIR滤波器无

反馈环节（频率采样型结构除外），不会造成舍入误

差的积累，舍入误差的影响比同阶IIR滤波器小，不会

产生非线性振荡。

以横截型结构为例分析FIR的有限字长效应。
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① 舍入噪声

N-1 阶FIR的系统函数为：

无限精度下，直接型结构的差分方程为：

有限精度运算时，

𝐻(𝑧) = 

𝑚=0

𝑁−1

ℎ(𝑚)𝑧−𝑚

𝑦(𝑛) = 

𝑚=0

𝑁−1

ℎ(𝑚)𝑥(𝑛 −𝑚)

ො𝑦(𝑛) = 𝑦(𝑛) + 𝑒𝑓(𝑛) = 

𝑚=0

𝑁−1

ℎ(𝑚)𝑥(𝑛 −𝑚) 𝑅
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每一次相乘后产生一个舍入噪声

故

输出噪声为：

如图。

ℎ(𝑚)𝑥(𝑛 − 𝑚) 𝑅 = ℎ(𝑚)𝑥(𝑛 − 𝑚) + 𝑒𝑚(𝑛)

𝑦(𝑛) + 𝑒𝑓(𝑛) = 

𝑚=0

𝑁−1

ℎ(𝑚)𝑥(𝑛 − 𝑚) + 

𝑚=0

𝑁−1

𝑒𝑚(𝑛)

𝑒𝑓(𝑛) = 

𝑚=0

𝑁−1

𝑒𝑚(𝑛)
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图中可见，所有舍入噪声都直接加在输出端，因此输出

噪声是这些噪声的简单和。

于是，

输出噪声方差与字长有关，与阶数有关，N越高，运算误

差越大，或者，在运算精度相同的情况下，阶数越高的

滤波器需要的字长越长。

𝜎𝑓
2 = 𝑁𝜎𝑒

2 = ൗ𝑁𝑞2

12
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例：FIR滤波器，N=10，b=17时

N=1024时，

因此，滤波器输出中，小数点后只有4位数字是有效的。

𝜎𝑓
2 =

𝑁𝑞2

12
= 10 × 2 ൗ−34

12 = 4.85 × 10−11 ( − 103dB)

𝜎𝑓
2 = ൗ𝑁𝑞2

12 = 1024 × 2 ൗ−34
12 = 4.97 × 10−9（− 83dB)

𝜎𝑓 = 0.705∗10−4
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3.极限环振荡

在IIR滤波器中由于存在反馈环，舍入处理在一定条件

下引起非线性振荡，如零输入极限环振荡。

掌握：概念、产生的原因、克服方法。

一 、 IIR DF零输入极限环振荡

量化处理是非线性的，在DF中由于运算过程中的尾数

处理，使系统引入了非线性环节，数字滤波器变成了

非线性系统。对于非线性系统，当系统存在反馈时，

在一定条件下会产生振荡，数字滤波器也一样。
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IIR滤波器是一个反馈系统，在无限精度情况下，如果它

的所有极点都在单位圆内，这个系统总是稳定的，当输

入信号为零后，IIR 数字滤波器的响应将逐步变为零。

但同一滤波器，以有限精度进行运算时，当输入信号为

零时，由于舍入引入的非线性作用，输出不会趋于零，

而是停留在某一数值上，或在一定数值间振荡，这种现

象为“零输入极限循环振荡”。
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例：设一阶IIR DF的系统函数为：

无限精度运算时，差分方程为：

在定点制中，每次乘法运算后都必须对尾数作舍入处

理，这时的非线性差分方程为：

[.]R表示舍入运算，上述运算过程的非线性流图如图。

𝑦
∧
(𝑛) = 𝑎𝑦

∧
(𝑛 − 1)

𝑅
+ 𝑥(𝑛)

83

𝐻(𝑧) =
1

1 − 𝑎𝑧−1

𝑦(𝑛) = 𝑎𝑦(𝑛 − 1) + 𝑥(𝑛)

（有限精度）
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若输入为

字长 b=3，系数 a=0.100。

无限精度时，系统的极点为 z=a=0.5<1，在单位圆内，

系统稳定。

若输入变为零，输出也逐渐衰减到零，

但有限精度时，由于舍入处理，系统可能会进入死区。

𝑥(𝑛) = ቊ
7/8 𝑛 = 0
0 𝑛 > 0

𝑦(𝑛) =
7

8
× 0. 5𝑛 𝑛 > 0
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下面是非线性差分方程的运算结果，

n x(n)

0 0.111 0.000 0.0000 0.000 0.111(7/8)

1 0.000 0.111 0.0111 0.100 0.100(1/2)

2 0.000 0.100 0.0100 0.010 0.010(1/4)

3 0.000 0.010 0.0010 0.001 0.001(1/8)

4 0.000 0.001 0.0001 0.001 0.001(1/8)

……

𝑎 ො𝑦(𝑛 − 1) [𝑎 ො𝑦(𝑛 − 1)]𝑅ො𝑦(𝑛 − 1) ො𝑦(𝑛)
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可见，输出停留在y(n)=0.001上再也衰减不下去了，

如图(a)，y(n)=0.001以下也称为“死带”区域，如果

系数a=-0.5，为负数，则每乘一次a 就改变一次符号，

因此输出将是正负相间的,如图(b)，这时y(n)在±0.125

之间作不衰减的振荡，这种振荡现象就是“零输入极

限循环振荡”。
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图 零输入极限环振荡
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振荡产生的原因：

考察上述非线性差分方程的运算结果，在最后一行，

当 ො𝑦(𝑛 − 1)=0.001时，𝑎 ො𝑦(𝑛 − 1)=0.0001，经舍入处理

后又进位为[𝑎 ො𝑦 𝑛 − 1 ]𝑅 = 0.001，仍与 ො𝑦(𝑛 − 1)的值

相同，因此输出保持不变。这可解释为，只要满足

| 𝑎 ො𝑦 𝑛 − 1 𝑅| = | ො𝑦 𝑛 − 1 |时，舍入处理使系数 a 失效

，或者说相当于将 a 换成了一个绝对值为1的等效系数

𝑎′ ，𝑎′ = Τ𝑎 𝑎 ，这时𝐻(𝑧) =
1

1±𝑧−1
极点等效迁移到单

位圆上，系统失去稳定，出现振荡。
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极限振荡幅度与字长的关系：

 极限环振荡的幅度与量化阶成正比；与极点位置和

滤波器阶数有关；

增加字长，可减小极限环振荡。

高阶IIR网络中，同样有这种极限环振荡现象，但振

荡的形式更复杂。不一一讨论。

𝑎𝑦
∧
(𝑛 − 1)

𝑅
− 𝑎𝑦

∧
(𝑛 − 1) ≤

𝑞

2

𝑦
∧
(𝑛 − 1) ≤

ൗ
𝑞
2

1 − 𝑎
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所以



数字信号处理简明教程

Institute of Artificial Intelligence 
and Robotics, XJTU

91

◼ 数的表示对量化误差的影响

◼ A/D转换的量化误差分析

◼ 数字滤波器的系数量化误差

◼ 数字滤波器的运算量化误差

本章小结


