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本章的学习要求

◼ 理解 𝓏变换的定义及其收敛域的概念

◼ 清楚 𝓏变换与离散时间傅里叶变换之间的关系

◼ 掌握利用极-零点分布对系统频域特性进行分析的方法

◼ 应用系统函数（对应时域的系统单位采样响应）描述
线性时不变系统

2024/9/30
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为什么要引入 𝓏变换

◼ 对一些不满足绝对可加条件的常用序列，如 ሻ𝑢(𝑛 和 ሻ𝑛𝑢(𝑛 等，
其离散时间傅里叶变换不存在

◼ 用傅里叶变换分析系统响应时，系统初始状态在变换式中无
法体现，只能求系统的零状态响应；而我们需要分析由于输
入变化所引起的系统暂态响应

◼ 傅里叶反变换的积分计算困难

◼ 将时域的差分方程变换成频域的代数方程求解

32024/9/30
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3.1 𝓏变换的定义及收敛域

◼ 一个序列x(n)的 𝓏 变换用罗朗级数形式定义，即

当x(n)=0，n<0时，双边 𝓏变换与单边 𝓏变换是等效的；除非特别说明，
下面讨论的𝓏变换均指双边 𝓏变换

（单边𝓏变换）

𝑍[𝑥(𝑛ሻ] = 𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛

𝑍[𝑥(𝑛ሻ] = 𝑋I(𝓏ሻ = ෍

𝑛=0

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛

3.1.1 𝓏变换的定义

◼ 一个序列x(n)的离散时间傅里叶变换定义为

𝑋 𝑒j𝜔 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝑒−j𝜔𝑛

（双边𝓏变换）

2024/9/30

𝑋(𝓏ሻ是复变量𝓏的复变函数，它在一定的收敛域内为解析函数
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单位圆上（r =1）的 𝓏变换
对应原序列x(n)的离散时间
傅里叶变换

数字频率 ω 表示 𝓏平面的幅角：𝓏=1到 𝓏 = -1 对应 ω 从 0 到 𝜋，得到 [0，𝜋]

的离散时间傅里叶变换， ω 再从 𝜋到 2𝜋，回到𝓏=1，等效于[-𝜋，0] 的离散
时间傅里叶变换；于是得到 [-𝜋，𝜋]的离散时间傅里叶变换

序列的傅里叶变换 𝑋 𝑒j𝜔 = ෍

𝑛=−∞

𝑛=∞

𝑥 𝑛 𝑒−j𝜔𝑛

比较

3.1.2 𝔃变换与离散时间傅里叶变换的关系

当 r =1 时，上式就是 x(n) 的离散傅里叶变换

𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝑒−j𝜔𝑛

-1将 𝓏写成极坐标变量形式，即

𝑋(𝓏ሻ| = 𝑋 𝑟𝑒j𝜔
𝓏 = 𝑟𝑒j𝜔

= ෍

𝑛=−∞

∞

[𝑥(𝑛ሻ𝑟−𝑛]𝑒−j𝜔𝑛

𝓏 = 𝑟𝑒j𝜔

52024/9/30
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𝔃平面上 2𝜋弧度的改变相当于绕单位圆一次，重新回到原
来的同一点上, 傅里叶变换在频率上固有的周期性在这里形
象地得到理解

62024/9/30

3.1.2 𝔃变换与离散时间傅里叶变换的关系
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𝓏 变换的收敛域：对于任意给定序列𝑥(𝑛ሻ，使其 𝓏 变换的级数收敛的所有 𝓏值
的集合。只有当级数收敛时，𝓏 变换才有意义

结论：
不同的序列可能具有相同的 𝓏变换表达式，但收敛域不一样；所以只给出 𝓏

变换的闭合表达式是不够的，必须同时给出收敛域范围，才能唯一确定一个序列
（研究收敛域的重要性）

3.1.3 𝔃变换的收敛域

72024/9/30

例2 求指数序列𝑥 𝑛 = −
1

2

𝑛
𝑢 −𝑛 − 1

的𝓏变换
解

෍

𝑛=−∞

∞

[−
1

2

𝑛
𝑢(−𝑛 − 1)] 𝓏−𝑛

= −
1

2

−1

𝓏

−𝑛

= −
1

2

−1
𝓏

1−
1

2

−1
𝓏

෍

𝑛=−∞

−1

|𝓏| <
1

2

例1 求指数序列𝑥(𝑛ሻ =
1

2

𝑛
𝑢(𝑛ሻ的𝓏变换

解

= ෍

𝑛=0

∞

|𝓏| >
1

2

1

1 −
1
2
𝓏−1

=
𝑧

𝓏 −
1
2

,

෍

𝑛=0

∞

1

2

𝑛

𝓏−𝑛 1

2
𝓏−1

𝑛

=

𝑋 𝓏 =

=
1

1 −
1
2
𝓏−1

=
𝑧

𝓏 −
1
2

,
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⚫ 离散时间傅里叶变换的一致收敛要求序列是绝对可加

⚫ x(n)的𝓏变换是一个无穷级数，也存在收敛和发散的问题

⚫ 仅当级数收敛时，才可将 X(𝓏) 表示成一个闭合形式

使上式成立的所有𝓏值的集合称为 X(𝓏)的收敛域

෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥(𝑛ሻ𝑟−𝑛| < ∞

𝓏变换的收敛条件与收敛域

（满足绝对可加条件）

82024/9/30

𝓏变换的收敛条件
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对于任意给定序列𝑥 𝑛 ，使其 𝓏变换的收敛条件：指数加权后的序列绝对可加，即

◼ 如何确定任意序列𝑥 𝑛 的𝔃 变换收敛域

෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥(𝑛ሻ𝑟−𝑛| < ∞

两个和式为有限值，则无穷级数 也为有限值，即级数收敛෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥 𝑛 𝓏−𝑛|

2024/9/30

讨论 𝓏变换的收敛条件

෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥 𝑛 𝓏−𝑛| = ෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥 𝑛 𝑟−𝑛𝑒−j𝜔𝑛| ≤ ෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥 𝑛 𝑟−𝑛|

= ෍

𝑛=−∞

−1

|𝑥 𝑛 | 𝑟−𝑛 +෍

𝑛=0

∞

|𝑥 𝑛 | 𝑟−𝑛 = ෍

𝑚=1

∞

|𝑥 −𝑚 | 𝑟𝑚 +෍

𝑛=0

∞

|𝑥 𝑛 | 𝑟−𝑛 < ∞
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因此，当且仅当𝑅𝑥− < 𝑟 < 𝑅𝑥+ 时，上式右边的两个求和式都是有限值，并使幂级

数收敛，表明𝑋(𝓏ሻ的收敛域是 𝑅𝑥− < 𝓏 < 𝑅𝑥+，它是以𝑅𝑥− 和 𝑅𝑥+为半径的两个圆

组成的环状域，𝑅𝑥−和 𝑅𝑥+ 称收敛半径，𝑅𝑥+可以大到无穷大， 𝑅𝑥−可以小到 0

为保证上式为有限值，给出三个正数：

① 𝓏 变换负指数幂的收敛半径 𝑅𝑥−

② 𝓏 变换正指数幂的收敛半径 𝑅𝑥+

③ 一个确定的有限值M

并在: 𝑛 ≥ 0时，使|𝑥(𝑛ሻ|< 𝑀𝑅𝑥−
𝑛

𝑛 < 0时，使|𝑥(𝑛ሻ|< 𝑀𝑅𝑥+
𝑛

得到

෍

𝑚=1

∞

|𝑥 −𝑚 | 𝑟𝑚 +෍

𝑛=0

∞

|𝑥 𝑛 | 𝑟−𝑛 < ∞

෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥 𝑛 𝓏−𝑛| ≤ 𝑀| ෍

𝑚=1

∞

𝑅𝑥+
−𝑚𝑟𝑚 +෍

𝑛=0

∞

𝑅𝑥−
𝑛 𝑟−𝑛 |

Re[𝓏]

Im[𝓏]

0

RＸ－

𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+

RＸ+

双边序列的收敛域

102024/9/30
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收敛域内的一个有理函数

𝑋 𝓏

X(𝓏) =
P(𝓏)
Q(𝓏)

𝔃变换的零点与极点
若 𝓏 变换的无穷项求和

可表示为收敛域内的一个有
理函数，其分子多项式与分
母多项式的根分别是 X(𝓏) 的
零点与极点

收敛域中不能包含极点，极
点使𝑋(𝓏ሻ变为无穷大，收敛
域以极点（用“×”表示）作
为边界

112024/9/30

Re[𝓏]

Im[𝓏]

0

RＸ－

𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+

RＸ+
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Im[𝓏]

0

有限长序列的收敛域

◼ 有限长序列

Re[𝓏]

其 z 变换为 收敛域

𝑥(𝑛ሻ = ቊ
𝑥 𝑛 ， 𝑛1 < 𝑛 < 𝑛2
0， 𝑛为其它值

𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=𝑛1

𝑛2

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛

0< |𝓏| <∞
0< |z| <∞

因为 x(n) 是有界序列，它是有限项求和，显然在 0<|𝓏|<∞ 上
都满足收敛条件，收敛域至少是有限𝓏平面 (0，∞)，𝓏=0 处为极点; 

在𝑛1 ≥ 0或𝑛2 ≤ 0时，收敛域可能包含 |𝓏|= ∞ 或 |𝓏|= 0，即

0 ≤ |𝓏| < ∞, 𝑛2≤00 < |𝓏| ≤ ∞, 𝑛1≥ 0 或

122024/9/30
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例3 矩形序列是一个有限长序列，x(n)=RＮ (n)，求其X(𝓏)

解

收敛域 0 < |𝓏| ≤ ∞

从上式的分母可知在𝓏=1处有一个极点，但该式的分子在𝓏=1处有

一个零点，零极点刚好对消

𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛 =෍

𝑛=0

𝑁−1

𝓏−𝑛 =
1 − 𝓏−𝑁

1 − 𝓏−1

132024/9/30
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当𝑛 < 𝑛1时，𝑥(𝑛ሻ =0的序列，即

其𝓏变换为

有限长序列，其收
敛域为有限𝓏平面

𝓏的负幂级数，其
收敛域为Rx-<|z|<∞

Re[𝓏 ]

Im[𝓏]

RＸ-

0

右边序列的收敛域

若Rx-是收敛域的最小半径，则右边序列𝓏变
换的收敛域

（讨论）

◼ 右边序列

𝑥(𝑛ሻ = ቊ
𝑥(𝑛ሻ, 𝑛 ≥ 𝑛1
0, 𝑛 < 𝑛1

𝑋 𝓏 =

对于所有右边序列，只要其样本有限，其 z 变换一定收敛

𝑅𝑥− < |𝓏| < ∞

142024/9/30

෍

𝑛=𝑛1

∞

𝑥 𝑛 𝓏−𝑛 = ෍

𝑛=𝑛1

−1

𝑥 𝑛 𝓏−𝑛 +෍

𝑛=0

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛
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当|𝓏| > |𝑎|时，这是无穷递减数列

例4 求右边序列 ሻ𝑥(𝑛ሻ = 𝑎𝑛𝑢(𝑛 ， 0 ≤ 𝑛 < ∞，𝓏变换及收敛域

解

= 1 + 𝑎𝓏−1 + (𝑎𝓏−1ሻ2+⋯+ 𝑎𝓏−1 𝑛⋯

= ෍

𝑛=0

∞

൫𝑎𝓏−1ሻ𝑛

Re[𝓏]

Im[𝓏]

o

𝓏 > 𝑎

z 平面
单位圆

𝑎

收敛域一定在模最大的极点所在的圆外

𝑆 =
𝑎1

1 − 𝑞
𝑎1是等比数列的首项

在圆|𝓏| = |𝑎|外，𝑋 𝓏 为解析函数，故收敛

𝓏 = 0处有一个零点 用“o”表示 ，𝓏 = 𝑎为极点，

无穷递减数列求和公式

𝑞 = 𝑎𝓏−1, 𝑆 =
𝑎1

1 − 𝑞
=

1

1 − 𝑎𝓏−1
=

𝑧

𝓏 − 𝑎

152024/9/30

𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=0

∞

𝑎𝑛 𝑢(𝑛ሻ𝓏−𝑛 = ෍

𝑛=0

∞

𝑎𝑛𝓏−𝑛
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当 n＞ n２时，𝑥(𝑛ሻ =0 的序列，即

左边序列 𝓏变换的收敛域: 0 < |𝓏| < 𝑅𝑥+

当n2＞0时，收敛域不包括 z = 0，即 0 < |𝓏| < 𝑅𝑥+

当n2 ≤ 0时，收敛域包括 𝓏= 0，即 |𝓏| < 𝑅𝑥+
（讨论）

◼ 左边序列

𝑥(𝑛ሻ = ቊ
𝑥 𝑛 ， 𝑛 ≤ 𝑛2
0， 𝑛 > 𝑛2

z 的正幂级数，其收
敛域为 0 <| z |< 𝑅𝑥+

有限长序列，其收
敛域为有限 z 平面

Re[𝓏]

Im[𝓏]

0

Rx+

左边序列的收敛域

162024/9/30

其 𝓏 变换为

𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=−∞

𝑛2

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛

+෍

𝑛=1

𝑛2

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛= ෍

𝑛=−∞

0

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛

（在z = 0的邻域收敛）
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◼ 双边序列

Re[𝓏]

Im[𝓏]

0

RＸ－

Rx+

若满足Rx-＜ Rx+，则双边

序列的 z 变换的收敛域

𝑅𝑥−< |𝓏| < 𝑅𝑥+

𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛

= ෍

𝑛=−∞

−1

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛 +෍

𝑛=0

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛

左边序列，其收敛
域为 |𝓏|<𝑅𝑥+

右边序列，其收敛
域为 |𝓏|＞𝑅𝑥−

可以看做一个左边序列和一个右边序列之

和，因此双边序列 𝓏变换的收敛域是这两

个序列 𝓏变换的公共收敛区间

2024/9/30

双边序列𝑥(𝑛ሻ是从−∞延伸到∞的序列，其 z 变换为
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𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑎|𝑛|𝓏−𝑛

𝑋 𝓏 =
𝑎𝓏

1 − 𝑎𝓏
+

1

1 − 𝑎𝓏−1
=

1 − 𝑎2

1 − 𝑎𝓏ሻ(1 − 𝑎𝓏−1

例5 求序列𝑥(𝑛ሻ=𝑎|𝑛| 的𝓏变换及收敛域，其中|𝑎| < 1

第一部分的收敛域为

，即1|| <az
||

1
||
a

z <

第二部分的收敛域为

，即1|| 1 <-az |||| az >

解

|𝑎| < |𝓏| <
1

|𝑎|

2024/9/30

෍

𝑛=−∞

−1

𝑎−𝑛𝓏−𝑛 +෍

𝑛=0

∞

𝑎𝑛𝓏−𝑛=

= ෍

𝑛=1

∞

𝑎𝑛𝓏𝑛 +෍

𝑛=0

∞

𝑎𝑛𝓏−𝑛

已知|𝑎| < 1，所以

收敛域为
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其收敛域应包括 𝓏 = 0, |𝓏| = ∞,

即 0 ≤ |𝓏| ≤ ∞, 充满整个 𝓏平面。

例6 求序列 ሻ𝑥(𝑛ሻ = 𝛿(𝑛 的 z 变换及收敛域

解 可看作 𝑛1 = 𝑛2 = 0时的有限长序列

𝑍[𝛿(𝑛ሻ] = ෍

𝑛=−∞

∞

ሻ𝛿(𝑛 𝓏−𝑛 = 𝓏0 = 1
0

0 ≤ |𝓏| ≤ ∞
单位采样序列的收敛域

Im[𝓏]

Re[𝓏]

192024/9/30
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1. 序列x(n) 的 𝓏变换𝑋(𝓏ሻ具有有理分数函数形式

2. 收敛域不得包含任何极点，并且以极点为界，或是以

𝓏=0或 ∞ 为界，并占有一个非间断区，通常是以原点为

中心的圆环（或圆盘），即

3. 当且仅当序列 x(n) 的 z 变换的收敛域包含单位圆时，序

列 x(n) 的离散傅里叶变换才绝对收敛

小结：

202024/9/30

𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+
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Re[z]

Im [z]

0

Rx+

左边序列的收敛域

Re[z]

Im[z]

Rx-

0

右边序列的收敛域

双边边序列的收敛域

Re[z]

Im[z]

0

RＸ－

Rx+

1、有限长序列x(n) 的z变换的收敛域就是整个 z 平面，

除了 z = 0 (𝑛2 > 0时ሻ和 z = ∞ (𝑛1 < 0时ሻ

2、右边序列x(n)的收敛域是由X(z)的最外侧极点向外

延伸至 z = ∞（可能包含z = ∞， |𝓏| > 𝑅𝑥−）

3、左边序列x(n)的收敛域是由X(z)的最内侧非零极点

向内延伸至 z = 0（可能包含z = 0 ， |𝓏| < 𝑅𝑥+ ）

4、双边序列x(n)的收敛域是 𝓏平面内的一个圆环，内

外边界由其极点确定（ 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+ ）

Re[z]

Im[z]

0

有限长序列的收敛域

X

212024/9/30

◼四种典型序列的𝔃变换的收敛域

X
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3.2    z 反变换

求解 z 反变换的三种基本方法：

𝑥(𝑛ሻ = 𝑍−1[𝑋 𝓏 ]

已知序列x(n)的 z变换及其收敛域，求序列x(n)称为 z 反变换，记作

围线积分法（留数定理方法）

部分分式展开法

幂级数展开法

222024/9/30

序列 x(n) 的 z变换的代数表达式经过某种运算处理后，再进行 z反变换，

得到处理后的序列就是离散时间线性系统的暂态响应
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◼ 围线积分法

𝑋 𝓏 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝓏−𝑛

𝑅𝑥−< |𝓏| < 𝑅𝑥+

柯西积分公式

𝓏变换的定义

1

2𝜋j
ර
𝑐

𝓏𝑘−1𝑑𝓏

（c为逆时针绕原点一周的闭合曲线）

1

2𝜋𝑗
ර
𝑐

𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑘−𝑛−1d𝓏

c

]Im[𝓏

]Re[𝓏
00

𝑅𝑥− 𝑅𝑥+

23

= ቊ
1， 𝑘 = 0
0， 𝑘 ≠ 0

2024/9/30
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两边乘以𝓏k-1，在收敛域内计算围线积分

根据柯西积分公式 ，上式右边只有在 n=k 时

不等于零，于是右边只剩下 n=k 一项，于是

（讨论）

1

2𝜋j
ර
𝑐

𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑘−1d𝓏 =
1

2𝜋j
඼

𝑐

෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛 𝓏𝑘−1d𝓏

= ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛ሻ
1

2𝜋j
ර
𝑐

𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑘−𝑛−1d𝓏

𝑋 𝓏 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝓏−𝑛

1

2𝜋j
ර
𝑐

𝑋 𝓏 𝓏𝑛−1d𝓏 =𝑥 𝑘

1

2𝜋j
ර
c

𝓏𝑘−1d𝓏 = ቊ
1， 𝑘 = 0
0， 𝑘 ≠ 0

24

因此，由围线积分给出的𝑋(𝓏ሻ的𝓏反变换公式为

𝑥 𝑛 =
1

2𝜋j
ර
𝑐

𝑋 𝓏 𝓏𝑛−1d𝓏
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◼ 用留数定理求解围线积分法

Res 𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1 |𝓏=𝓏𝑖表示𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1在围线 c 内极点 𝓏𝑖 上的留数值

𝛧−1 ሻ𝑋(𝓏 = 𝑥(𝑛ሻ =
1

2𝜋j
ර
𝑐

𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1d𝓏

𝑥(𝑛ሻ =
1

2𝜋j
ර
𝑐

𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1d𝓏 =෍

𝑖

Res 𝑋 𝓏 𝓏𝑛−1 |𝓏=𝓏𝑖

围线积分是沿曲线 c 进行的，曲线 c 是收敛域 𝑅𝑥−< |𝓏| < 𝑅𝑥+中 一条逆
时针的封闭曲线

{zi }是围线 c 内所有极点的集合

通常， 𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1 是 𝓏的有理函数，若𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1在𝓏 = 𝓏𝑖处有 s 阶极点，
则可以表示成

𝑋 𝓏 𝓏𝑛−1 =
Φ(𝓏ሻ

(𝓏 − 𝓏𝑖ሻ
𝑠

直接计算围线积分非常麻烦，一般用柯西留数定理求解，即

252024/9/30
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若 𝓏𝑖为一阶极点时，即𝑠 = 1，则上式直接写为

Re𝑠 𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1 𝓏=𝓏𝑖 = (𝓏 − 𝓏𝑖ሻ𝑋(𝓏ሻ𝓏
𝑛−1 |𝓏=𝓏𝑖= Φ(𝓏ሻ

Res 𝑋(𝓏ሻ𝑧𝑛−1 |𝓏=𝓏𝑖 =
1

(𝑠 − 1ሻ!

d𝑠−1Φ 𝓏

d𝓏𝑠−1
|𝓏=𝓏𝑖

=
d𝑠−1

d𝓏𝑠−1
𝓏 − 𝓏𝑖

𝑠𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1 |𝓏=𝓏𝑖

若𝓏𝑖是 s 阶极点， 𝛷(𝓏ሻ在 𝓏 = 𝓏𝑖 处没有极点，则𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1在 𝓏 = 𝓏𝑖处的留

数为

𝑋 𝓏 𝓏𝑛−1 =
Φ(𝓏ሻ

(𝓏 − 𝓏𝑖ሻ
𝑠

𝑋(𝓏ሻ𝓏𝑛−1表示式重写如下

262024/9/30
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◼ 收敛域与围线内的极点（举例）

n≥0时围线c内包含极点a；
n<0时在𝓏=0处另有一个n阶极点；

n≥0时围线c内不包含极点；
n<0时在𝓏=0处有n阶极点；

可以看到收敛域不同，对应的序列不同

𝑋 𝓏 =
1

1 − 𝑎𝓏−1
𝓏 > 𝑎

𝑥(𝑛ሻ =
1

2𝜋j
඼

𝑐

𝓏𝑛−1

1 − 𝑎𝓏−1
d𝓏 =

1

2𝜋j
඼

𝑐

𝓏𝑛

𝓏 − 𝑎
d𝓏

𝑥 𝑛 =

Res
𝓏𝑛

𝓏 − 𝑎
, 𝑎 , 𝑛 ≥ 0

Res
𝓏𝑛

𝓏 − 𝑎
, 𝑎 +Res

𝓏𝑛

𝓏 − 𝑎
, 0 , 𝑛 < 0

= ൝
𝑎𝑛 , 𝑛 ≥ 0

𝑎𝑛−𝑎𝑛 = 0, 𝑛 < 0

𝑥[𝑛] =

0 , 𝑛 ≥ 0

Res
𝓏𝑛

𝓏 − 𝑎
, 0 , 𝑛 < 0

= ቐ
0 , 𝑛 ≥ 0

−𝑎𝑛 , 𝑛 < 0

𝑋 𝓏 =
1

1 − 𝑎𝓏−1
𝓏 < 𝑎

𝑥(𝑛ሻ =
1

2𝜋j
඼

𝑐

𝓏𝑛−1

1 − 𝑎𝓏−1
d𝓏 =

1

2𝜋j
඼

𝑐

𝓏𝑛

𝓏 − 𝑎
d𝓏

272024/9/30

例𝟕 例𝟖
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一个N 阶的𝓏函数可用 N 阶的降幂的分子分母的实系数多项式表示

◼ 部分分式法

◼ 将X(𝓏) 分解为几个分式的和，使各分式具有 或

部分分式形式，其中 x2+Ax+B 是实数范围内的不可约多项式，而且k是正
整数，这时称各分式为原分式的“部分分式”

◼ 然后求出各部分分式的 𝓏反变换（基本 𝓏变换对的公式可查表)，将各反变换
相加，即得到 x(n)

𝑎

(𝓏 + 𝐴ሻ𝑘
𝑎𝑥 + 𝑏

(𝑥2+𝐴𝑥 + 𝐵ሻ2

28

𝑋 𝓏 =
෌

𝑖=0

𝑀
𝑎𝑖𝓏

−1

1 + σ𝑖=0
𝑁 𝑏𝑖𝓏

−1
, |𝓏| > max |𝑝𝑖|

2024/9/30
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如果X(𝓏)只有N 个一阶极点，则X(z)可表示为

可进一步写成

𝐴𝑖 = Res
ሻ𝑋(𝓏

𝓏
𝓏=𝑝𝑖

= (𝓏 − 𝑝𝑖ሻ
ሻ𝑋(𝓏

𝓏
𝓏=𝑝𝑖

= (1 − 𝑝𝑖𝓏
−1ሻ𝑋(𝓏ሻ |𝓏=𝑝𝑖

𝐴0 = Res[
ሻ𝑋(𝓏

𝓏
, 0] = 𝑋(0ሻ

ሻ𝑋(𝓏

𝓏
=
𝐴0
𝓏
+෎

𝑖=1

𝑁

𝐴𝑖
𝓏 − 𝑝𝑖

𝑋(𝓏ሻ = 𝐴0 +෎

𝑖=1

𝑁

𝐴𝑖𝓏

𝓏 − 𝑝𝑖

𝑥(𝑛ሻ = 𝐴0𝛿(𝑛ሻ +෍

𝑖=1

𝑁

𝐴𝑖 𝑝𝑖
𝑛𝑢(𝑛ሻ常数𝐴0 对应着𝛿 𝑛 序列，因此

A0、Ai分别为 X(𝓏)/𝓏在𝓏=0、𝓏=pi处极点的留数，即

292024/9/30
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例9 利用部分分式法，求X(𝓏)的反变换

解

𝑋(𝓏ሻ = Τ1 [ 1 − 2𝓏−1 (1 − 0.5𝓏−1ሻ] , |𝓏| > 2

𝑋(𝓏ሻ =
1

1 − 2𝓏−1ሻ(1 − 0.5𝓏−1
=

𝓏2

𝓏 − 2ሻ(𝓏 − 0.5

ሻ𝑋(𝓏

𝓏
=

𝑧

𝓏 − 2ሻ(𝓏 − 0.5
=

𝐴1
𝓏 − 2

+
𝐴2

𝓏 − 0.5

𝐴1 = [(𝓏 − 2ሻ
ሻ𝑋(𝓏

𝓏
] 𝓏=2=

4

3
，𝐴2 = [(𝓏 − 0.5ሻ

ሻ𝑋(𝓏

𝓏
] 𝓏=0.5= −

1

3

𝑋(𝓏ሻ =
4

3
⋅

𝓏

𝓏 − 2
−
1

3
⋅

𝓏

𝓏 − 0.5

所以

又有 ；对𝑋(𝓏ሻ右边等式分别进行 𝓏 反变换（查表得）

𝑥(𝑛ሻ = ቐ
4

3
⋅ 2𝑛 −

1

3
⋅ 0.5 𝑛, 𝑛 ≥ 0

0 , 𝑛 < 0

|𝓏| > 2

302024/9/30
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◼ 幂级数展开法（长除法）

如果 x(n) 的𝓏变换X(𝓏)在给定的收敛域内可展开为幂级数形式

由𝓏变换的定义，级数的系数就是序列值x(n)

𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛 = ⋯+ 𝑥(−1ሻ𝓏 + 𝑥(0ሻ + 𝑥(1ሻ𝓏−1 + 𝑥(2ሻ𝓏−2 +⋯

◼ 通常， X(𝓏) 是一个有理分式，分子和分母都是 𝓏的多项式，则可直接用分子

多项式除以分母多项式，直接展开为升幂或降幂级数的形式，从而求得 x(n)

◼ 若𝑥(𝑛ሻ是右边序列，则将𝑋(𝓏ሻ展开为负幂级数，其分子分母按 𝓏的降幂（或

𝓏-1的升幂）排列排列进行长除

◼ 若𝑥(𝑛ሻ是左边序列，则将𝑋(𝓏ሻ展开为正幂级数，其分子分母按 𝓏的升幂（或

𝓏-1的降幂）排列进行长除

◼ 缺点：不能直接求解双边序列 𝓏 变换的反变换

312024/9/30
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例10

解 根据收敛域，此序列是右边序列，分子和分母按照的𝓏-1升幂排列

𝑋 𝓏 =
1

1 − 𝑎𝓏−1
, |𝓏| > |𝑎|

因此得到 1 + 𝑎𝓏−1 + 𝑎−2𝓏−2 + 𝑎−3𝓏−3⋯

根据 𝓏 变换的定义，得到

ሻ𝑥 𝑛 = [1, 𝑎, 𝑎−2, 𝑎−3⋯] = 𝑎𝑛𝑢(𝑛

1 − 𝑎𝓏−1 1

1 + 𝑎𝓏−1 + 𝑎−2𝓏−2 + 𝑎−3𝓏−3⋯

1 − 𝑎𝓏−1

𝑎𝓏−1

𝑎𝓏−1 − 𝑎−2𝓏−2

𝑎−2𝓏−2

𝑎−2𝓏−2 − 𝑎−3𝓏−3

𝑎−3𝓏−3

⋯

322024/9/30
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例11 分别用部分分式法和长除法求.   的𝓏反变换

解 （1） 部分分式法

得到

𝑋 𝓏 =
𝓏 − 𝑎

1 − 𝑎𝓏
, |𝓏| > |

1

𝑎
|

𝑋 𝓏 =
𝓏−𝑎

1−𝑎𝓏
= −

1

𝑎

1

1−
1

𝑎
𝓏−1

+
𝓏−1

1−
1

𝑎
𝓏−1

𝑥 𝑛 = −
1

𝑎

1

𝑎

𝑛

𝑢 𝑛 +
1

𝑎

𝑛−1

𝑢

=

332024/9/30

1

𝑎

𝑛−1

𝑢 𝑛 − 1 −
1

𝑎

𝑛+1

𝑢 𝑛
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(2) 长除法

由收敛域知x(n)是右边序列，所以X(𝓏)按𝓏的降幂排列

𝑥 𝑛 = −
1

𝑎
,
𝑎2 − 1

𝑎2
,
𝑎2 − 1

𝑎3
, ⋯ = −

1

𝑎

1

𝑎

𝑛

𝑢(𝑛ሻ +
1

𝑎

𝑛−1

𝑢(𝑛 − 1ሻ

1 − 𝑎𝓏 𝓏 − 𝑎

1

𝑎
+
𝑎2 − 1

𝑎2
𝓏−1 +

𝑎2 − 1

𝑎3
𝓏−2 +⋯

⋯

[(1 − 𝑎2ሻ/𝑎2]𝓏−1 − [(1 − 𝑎2ሻ/𝑎3]𝓏−2

[(1 − 𝑎2ሻ/𝑎3]𝓏−2

𝓏 − 1/𝑎

(1 − 𝑎2ሻ/𝑎

(1 − 𝑎2ሻ/𝑎 − [(1 − 𝑎2ሻ/𝑎2]𝓏−1

[(1 − 𝑎2ሻ/𝑎2]𝓏−1

由此得到

342024/9/30
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3.3  z 变换的性质

◼ 线性性质

𝓏变换是一种线性变换，满足比例性和可加性。若

其中 ൧𝑅−= max[𝑅𝑥−, 𝑅𝑦− ， ൧𝑅+ = min[𝑅𝑥+, 𝑅𝑦+ ，即线性组合后的收敛域为

各个序列 𝓏变换的公共收敛域，如果这些组合中某些零点和极点相互抵消，

则收敛域可能扩大

𝛧 𝑥 𝑛 = 𝑋 𝓏 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+

𝛧 𝑦 𝑛 = 𝑌 𝓏 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑦+

𝛧 𝑎𝑥 𝑛 + 𝑏𝑦 𝑛 = 𝑎𝑋 𝓏 + 𝑏𝑌 𝓏 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑦+

352024/9/30

𝓏变换的性质是离散时间傅里叶变换性质的推广
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◼ 序列的移位

若序列x(n)的 𝓏变换为

则有

其中𝑛0为任意整数，𝑛0为正，则为延迟，𝑛0为负则为超前

置换变量

证明

注意 双边序列移位后其收

敛域不会发生变化；但单

边序列在𝓏=0 或𝓏=∞ 处收

敛域可能有变化

如，Z[δ(n)]=1，在𝓏平面处

处收敛，但是 Z [δ(n-1)]=

𝓏−1在𝓏=0 处不收敛，而

Z[δ(n+1)]在𝓏= ∞ 处不收敛

𝓏[𝑥(𝑛 − 𝑛0ሻ] = ෍
𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛 − 𝑛0ሻ𝓏−𝑛

𝑚 = 𝑛 − 𝑛0

= ෍

𝑚=−∞

∞

𝑥 𝑚 𝓏 ሻ−(𝑚+𝑛0

= 𝓏−𝑛0 ෍

𝑚=−∞

∞

𝑥(𝑚ሻ𝓏−𝑚

362024/9/30

𝛧 𝑥 𝑛 − 𝑛0 = 𝑧−𝑛0𝑋 𝓏 ，𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+

𝛧 𝑥 𝑛 = 𝑋 𝓏 ， 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+
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求序列x(n)=u(n)-u(n-3)的𝓏变换例12

解

37

由于

得到

2024/9/30

𝑍 𝑥 𝑛 =
𝓏

𝓏 − 1
−

𝓏−2

𝓏 − 1
=
𝓏2 + 𝓏 + 1

𝓏2
, |𝓏| > 0

𝑍 𝑢 𝑛 − 3 = 𝓏−3
𝓏

𝓏 − 1
=

𝓏−2

𝓏 − 1
, |𝓏| > 1

𝑍 𝑢 𝑛 =
𝓏

𝓏 − 1
, 𝓏 > 1
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◼ 𝓏域微分（序列的线性加权-时间变量 n 作为𝑥 𝑛 的加权系数)

若序列 x(n) 的 𝓏变换为

则

证明 由于𝓏变换在其收敛域中处处解析

通过递推可以证明

式中

38

𝑍 𝑛𝑥 𝑛 = −𝓏
d𝑋 𝑧

d𝓏
, 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+

𝑍 𝑥 𝑛 = 𝑋 𝓏 , 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+

d𝑋 𝓏

d𝓏
=

d

d𝓏
෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝓏−𝑛 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛
d𝓏−𝑛

d𝓏
= − ෍

𝑛=−∞

∞

𝑛𝑥 𝑛 𝓏−𝑛−1

= −𝓏−1 ෍

𝑛=−∞

∞

𝑛𝑥 𝑛 𝓏−𝑛 = −𝓏−1 𝑍 𝑛𝑥 𝑛

𝑍 𝑛𝑥 𝑛 = −𝓏
d𝑋 𝓏

d𝓏
, 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+

𝑍 𝑛𝑚𝑥 𝑛 = −𝓏
d

d𝓏

𝑚

𝑋 𝓏

2024/9/30

等式两边同乘 −𝓏，

−𝑧
d

d𝓏

𝑚

𝑋 𝓏 = −𝓏
d

d𝓏
−𝓏

d

d𝓏
−𝓏

d

d𝓏
. . . −𝓏

d

d𝓏
𝑋 𝓏 . . .

得到
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◼ 序列的指数加权（𝓏域的尺度变换）

若

则

𝑍 ሻ𝑎𝑛𝑥(𝑛 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑎𝑛𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛ሻ 𝑎−1𝓏 𝑛 = 𝑋(
𝓏

𝑎
ሻ

2024/9/30

序列的指数加权性质表明：

⚫ X(𝓏)如果在 𝓏=𝓏1 处为极点，则 X(a-1𝓏) 将在 a-1𝓏=𝓏1 ，即 𝓏=𝑎𝓏1 处为极点

⚫ 如果 𝑎 为正实数，则表示 𝓏平面缩小或扩大，零极点在 𝓏=平面沿径向移动

⚫ 若𝑎为复数，则在 𝓏 平面上，零极点既有幅度伸缩，又有角度旋转（因此

该性质是一种 𝓏 域尺度变换）

收敛域为 𝑅𝑥−<
𝓏

𝑎
< 𝑅𝑥+ 或 |𝑎|𝑅𝑥− < |𝓏| < |𝑎|𝑅𝑥+， a 可以是复数

𝛧[𝑥(𝑛ሻ] = 𝑋(𝓏ሻ, 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+
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◼ 初值定理

如果 x(n) 是因果序列，则有

证明 因为 x(n) 是因果序列，有

所以

考虑每一项的极限，当𝓏=∞ 时，只有 x(0) 不等于 0

（推导初值为 𝑛 = 𝑛𝟎 时的一般形式）

𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=0

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛 = 𝑥(0ሻ + 𝑥(1ሻ𝓏−1 + 𝑥(2ሻ𝓏−2 +⋯

lim
𝓏→∞

𝑋(𝓏ሻ = 𝑥(0ሻ

𝑥(0ሻ = lim
𝓏→∞

𝑋(𝓏ሻ

402024/9/30
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◼ 终值定理

设 ሻ𝑥(𝑛 是因果序列，其 𝓏变换的极点除可以有一个一阶极点在 𝓏=1上，其他极点

均在单位圆内，则

证明 利用序列的线性和位移性质

ሻ由于𝑥(𝑛 是因果序列，即 𝑥 𝑛 = 0, 𝑛 < 0 ,上式改写成

（接下页）

(1 − 𝓏−1ሻ𝑋(𝓏ሻ = lim
𝑁→∞

෍

𝑛=0

𝑁

[𝑥(𝑛ሻ − 𝑥(𝑛 − 1ሻ ]𝓏−𝑛

𝛧 𝑥 𝑛 − 𝑥 𝑛 − 1 = 𝑋 𝓏 − 𝓏−1𝑋 𝓏 = ෍

𝑛=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑛ሻ − 𝑥(𝑛 − 1 𝓏−𝑛

lim
𝑛→∞

𝑥(𝑛ሻ = lim
𝓏→1

1 − 𝓏−1 𝑋 𝓏

412024/9/30
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上式 两端取𝓏 → 1极限

lim
𝓏→1

1 − 𝑧−1 𝑋 𝑧 = lim
𝓏→1

lim
𝑁→∞

෍

𝑛=0

𝑁

[𝑥(𝑛ሻ − 𝑥(𝑛 − 1ሻ ]𝓏−𝑛

= lim
𝑁→∞

lim
𝓏→1

෍

𝑛=0

𝑁

[𝑥(𝑛ሻ − 𝑥(𝑛 − 1ሻ ]𝓏−𝑛

= lim
𝑁→∞

෍

𝑛=0

𝑁

[𝑥(𝑛ሻ − 𝑥(𝑛 − 1ሻ

= lim
𝑁→∞

𝑋(𝑁ሻ

因此 lim
𝑁→∞

𝑥(𝑁ሻ = lim
𝓏→1

1 − 𝓏−1 𝑋 𝓏

= lim
𝑁→∞

[𝑥 0 + 𝑥 1 +⋯+ 𝑥 𝑛 − 𝑥 0 − 𝑥 1 −⋯− 𝑥(𝑁 − 1ሻ

422024/9/30

(1 − 𝓏−1ሻ𝑋(𝓏ሻ = lim
𝑁→∞

෍

𝑛=0

𝑁

[𝑥(𝑛ሻ − 𝑥(𝑛 − 1ሻ ]𝓏−𝑛
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◼ 序列卷积的𝓏变换 (两个序列卷积的𝓏变换是两个序列各自𝓏变换的乘积—卷积定理)

则有

证明

交换求和顺序

= ෍

𝑛=−∞

∞

= ෍

𝑚=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑚 [ ෍

𝑛=−∞

∞

]ℎ(𝑛 − 𝑚ሻ𝓏−𝑛

= ෍

𝑚=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑚 [ ෍

𝑘=−∞

∞

ℎ(𝑘ሻ𝓏−𝑘]𝓏−𝑚 = [ ෍

𝑚=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑚 𝓏−𝑚]𝐻(𝓏ሻ

]max[𝑅𝑥−, 𝑅ℎ−] < |𝓏| < min[𝑅𝑥+, 𝑅ℎ+

𝑍 ሻ𝑥(𝑛ሻ ∗ ℎ(𝑛 = 𝑋 𝑧 𝐻 𝓏 , max 𝑅𝑥−, 𝑅ℎ− < |𝓏| < min 𝑅𝑥+, 𝑅ℎ+

注意收敛域的变化

𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 ∗ ℎ 𝑛 =

𝛧 𝑥 𝑛 = 𝑋 𝓏 , 𝑅𝑥− < 𝓏 < 𝑅𝑥+, 𝛧[ℎ(𝑛ሻ] = 𝐻(𝓏ሻ, 𝑅ℎ− < |𝓏| < 𝑅ℎ+设

𝑌 𝑧 = 𝑍 𝑦 𝑛 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛 ∗ ℎ(𝑛ሻ]𝓏−𝑛

43

若 ෍

𝑚=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑚 ℎ(𝑛 − 𝑚ሻ

[ ෍

𝑚=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑚 ℎ(𝑛 − 𝑚ሻ]𝓏−𝑛

𝑘 = 𝑛 −𝑚
作变量替换 = 𝑋 𝓏 𝐻 𝓏

2024/9/30
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例13

解

44

因为

所以

𝑋 𝓏 = 𝑍 𝑥 𝑛 =
𝓏

𝓏 − 𝑎
, |𝓏| > |𝑎|;

𝐻(𝑧ሻ = 𝑍[ℎ(𝑛ሻ] =
𝓏

𝓏 − 𝑏
− 𝑎𝑧−1

𝓏

𝓏 − 𝑏
=

𝓏

𝓏 − 𝑏
−

𝑎

𝓏 − 𝑏
=
𝓏 − 𝑎

𝓏 − 𝑏
,

𝑌(𝓏ሻ = 𝑋(𝓏ሻ𝐻(𝓏ሻ =
𝓏

𝓏 − 𝑎

𝓏 − 𝑎

𝓏 − 𝑏
=

𝓏

𝓏 − 𝑏

ሻ𝑦(𝑛ሻ = 𝑥(𝑛ሻ ∗ ℎ(𝑛ሻ = 𝑍−1[𝑌(𝓏ሻ] = 𝑏𝑛𝑢(𝑛

𝑋(𝑧ሻ的极点与𝐻(𝓏ሻ的零点相消， ሻ𝑌(𝓏 的收敛域扩大，为|𝓏| > |𝑏|

已知 𝑥 𝑛 = 𝑎𝑛𝑢 𝑛 , ℎ(𝑛ሻ = 𝑏𝑛𝑢(𝑛ሻ − 𝑎𝑏𝑛−1𝑢(𝑛 − 1ሻ

求 𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 ∗ ℎ 𝑛 , |𝑏| < |𝑎|

|𝓏| > |𝑏|

2024/9/30
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◼ 序列乘积的 z 变换 (两个序列乘积的𝓏变换是两个序列各自𝓏变换的复卷积—复卷积定理)

式中 cl 是在变量 v 平面上，𝑋
𝓏

𝑣
和𝑌(𝑣ሻ两者收敛域重叠区域内围的原

点的一条逆时针闭合围线

且 𝑋(𝓏ሻ = 𝑍[𝑥(𝑛ሻ], 𝑅𝑥−< 𝓏 < 𝑅𝑥+

𝑌 𝓏 = 𝑍 𝑦 𝑛 , 𝑅𝑦−< 𝓏 < 𝑅𝑦+

𝑊(𝓏ሻ =
1

2𝜋j
ර
𝐶𝑙

𝑋
𝓏

𝑣
𝑌(𝑣ሻ𝑣−1d𝑣

若 𝑤(𝑛ሻ = 𝑥(𝑛ሻ ⋅ 𝑦(𝑛ሻ

45

𝑅𝑥−𝑅𝑦− < |𝓏| < 𝑅𝑥+𝑅𝑦+

2024/9/30

则𝑤 𝑛 的𝓏 变换为

（讨论）
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复卷积定理证明

根据 𝓏 变换定义 ， 𝑤 𝑛 的 𝓏变换𝑊 𝓏 为

因此

𝑊 𝓏 = ෍

𝑛=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑛 𝑦(𝑛ሻ𝓏−𝑛

根据 𝓏 反变换定义，有

𝑦(𝑛ሻ =
1

2𝜋j
ර
𝐶𝑙

𝑌(𝑣ሻ𝑣𝑛−1d𝑣

𝑊 𝓏 = ෍

𝑛=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑛 𝑦(𝑛ሻ𝓏−𝑛 = [
1

2𝜋j
ර
𝐶𝑙

𝑌(𝑣ሻ𝑣𝑛−1d𝑣]𝓏−𝑛෍

𝑛=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑛

=
1

2𝜋j
ර
𝐶𝑙

𝑋
𝓏

𝑣
𝑌(𝑣ሻ𝑣−1d𝑣 𝑅𝑥−𝑅𝑦− < |𝓏| < 𝑅𝑥+𝑅𝑦+

462024/9/30

根据对称性，𝑊(𝓏ሻ复卷积积分中的 𝑋和 𝑌的位置可以交换，即

𝑊(𝓏ሻ =
1

2𝜋j
ර
𝐶𝑙

𝑋(𝑣ሻ𝑌
𝓏

𝑣
𝑣−1d𝑣
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根据对称性，𝑊(𝓏ሻ复卷积积分中的 𝑋和 𝑌的位置可以交换，即

𝑊(𝓏ሻ =
1

2𝜋j
ර
𝐶𝑙

𝑋(𝑣ሻ𝑌
𝓏

𝑣
𝑣−1d𝑣

两个序列乘积的𝓏变换（复卷积定理）与两个序列卷积和的𝓏变换构成了离散序列
卷积关系的二重性

为了理解上式确实有卷积积分的形式，令积分围线为一周（半径为𝜌），即 𝜈 = 𝜌𝑒j𝜃

则上式可写成

𝑊(𝑟𝑒j𝜔ሻ =
1

2𝜋
඲

−𝜋

𝜋

𝑋(𝜌𝑒j𝜃ሻ𝑌
𝑟

𝜌
𝑒j(𝜔−𝜃ሻ d𝜃

把 𝑋 𝜌𝑒j𝜃 和 𝑌
𝑟

𝜌
𝑒j𝜃 看作是𝜃的函数，上式就显出卷积积分形式，仅是积分区间限制在

[−π，π] 区间, 这是因为 𝑋 𝜌𝑒j𝜃 和 𝑌 𝜌𝑒j𝜃 是 𝜃的以 2𝜋为周期的函数，这种卷积形式称
为周期性卷积（在第四章讨论离散傅里叶变换（DFT）时，演变为循环卷积）

𝓏 = 𝑟𝑒j𝜔若

尤其当 𝜌 = r =1 时，即沿单位圆计算复卷积时，就可以发现上式与两个序列相乘的傅里叶

变换的周期卷积 𝑤(𝑛ሻ = 𝑥(𝑛ሻ ⋅ 𝑦(𝑛ሻ ⇔ 𝑊 𝑒j𝜔 =
1

2𝜋
ධ
−𝜋

𝜋
𝑋(𝑒j𝜃ሻ𝑌 𝑒j(𝜔−𝜃ሻ d𝜃 一致
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◼ 复序列共轭的 𝔃变换

如果

则

证明

𝑍[𝑥(𝑛ሻ] = 𝑋(𝓏ሻ , 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+

𝑍[𝑥∗(𝑛ሻ] = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥∗(𝑛ሻ𝓏−𝑛 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛ሻ 𝓏∗ −𝑛 ∗

式中“ ∗ ”表示取共轭复数，𝑥∗(𝑛ሻ为𝑥(𝑛ሻ的共轭序列

𝑍 𝑥∗ 𝑛 = 𝑋∗ 𝓏∗ ， 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+

482024/9/30

= [ ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝓏∗ −𝑛]∗ =𝑋∗(𝓏∗ሻ， 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+
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◼ 帕塞瓦定理

其中“*”表示复共轭，闭合积分围线 c 在公共收敛域 𝑅𝑥−𝑅𝑦− < |𝓏| < 𝑅𝑥+𝑅𝑦+

内并包含原点

如果

则有

当𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 时，上式可写成

即

49

𝑋 𝓏 = 𝑍 𝑥 𝑛 , 𝑅𝑥− < |𝓏| < 𝑅𝑥+
𝑌 𝓏 = 𝑍 𝑦 𝑛 , 𝑅𝑦− < |𝓏| < 𝑅𝑦+

෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝑦∗ 𝑛 =
1

2𝜋j
ර
𝑐

𝑥 𝑣 𝑌∗
1

𝑣∗
𝑣−1𝑑𝑣

=
1

2𝜋
න

−𝜋

𝜋

𝑋 𝑒j𝜔 𝑋∗ 𝑒j𝜔 𝑑𝜔 =
1

2𝜋
න

−𝜋

𝜋

|𝑋 𝑒j𝜔 |2𝑑𝜔

෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥 𝑛 |2 =
1

2𝜋
න

−𝜋

∞

|𝑋 𝑒j𝜔 |2𝑑𝜔

2024/9/30

෍

𝑛=−∞

∞

𝑥 𝑛 𝑥∗ 𝑛 = ෍

𝑛=−∞

∞

|𝑥 𝑛 |2

该式表明序列𝑥 𝑛 在时域中的能
量可由其频谱求的。该式正是离
散时间傅里叶变换的帕塞瓦定理
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3.4 z 变换域中的离散时间系统描述

线性时不变离散系统可以用它的单位采样响应 h(n) 来表示，即

对等式两边取 𝓏 变换，得

ሻ𝑦(𝑛ሻ = 𝑥(𝑛ሻ ∗ ℎ(𝑛

ሻ𝑌(𝓏ሻ = 𝑋(𝓏ሻ 𝐻(𝓏

ሻ𝐻(𝓏ሻ = 𝑌(𝓏 Τሻ 𝑋 (𝓏

𝐻(𝓏ሻ = 𝑍[ℎ(𝑛ሻ] = ෍

𝑛=−∞

∞

ሻℎ(𝑛 𝓏−𝑛

若系统是因果系统，则有

𝐻(𝓏ሻ = 𝑍[ℎ(𝑛ሻ] = ෍

𝑛=0

∞

ሻℎ(𝑛 𝓏−𝑛

将H(𝓏) 定义为线性时不变系统的系统函数，它是系统的单位采样响应h(n)的𝓏变换，

即

则

3.4.1 由线性常系数差分方程给出系统函数

502024/9/30
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◼ 回顾：系统的频率响应（第 2 章）

设系统的输入序列是频率为 ω 的复指数序列

𝑥 𝑛 = 𝑒j𝜔𝑛, −∞ < 𝑛 < ∞

𝑦(𝑛ሻ = ℎ(𝑛ሻ ∗ 𝑥(𝑛ሻ = ෍

𝑚=−∞

∞

ℎ(𝑚ሻ𝑒−j𝜔(𝑛−𝑚） = 𝑒j𝜔𝑛 ෍

𝑚=−∞

∞

ℎ 𝑚 𝑒−j𝜔𝑚 = 𝑒j𝜔𝑛𝐻(𝑒j𝜔ሻ

𝐻(𝑒j𝜔ሻ = ෍

𝑚=−∞

∞

ℎ(𝑚ሻ𝑒−j𝜔𝑚

𝐻(𝑒j𝜔ሻ = ሻ𝐻(𝓏 |𝓏=𝑒j𝜔

𝐻(𝑒j𝜔ሻ是h(n)的离散时间傅立叶变换，定义为系统的频率响应，描述的是

复指数序列经过线性移不变系统后，复振幅（包括幅度和相位）的变化。

系统的频率响应正是系统函数H(𝓏)在单位圆上的值，即

线性时不变系统的单位采样响应为 h(n)，利用卷积和，得到输出

其中

512024/9/30
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一个线性时不变系统可以用差分方程来描述，其一般形式为

◼ 系统函数和差分方程的关系

（讨论）

෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝑦(𝑛 − 𝑘ሻ =෍

𝑘=0

𝑀

ሻ𝑎𝑘𝑥(𝑛 − 𝑘

෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝓏
−𝑘𝑌(𝓏ሻ =෍

𝑘=0

𝑀

൯𝑎𝑘𝓏
−𝑘𝑋(𝓏

若系统的初始状态为零，直接对上式两边同时取𝓏变换（利用线性和移位特性），

得

可将系统函数 ሻ𝐻(𝓏ሻ = 𝑌(𝓏 Τሻ 𝑋 (𝓏 进一步表示为

522024/9/30

෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝓏
−𝑘

෍

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘𝓏
−𝑘

𝐻 𝓏 =
𝑌(𝑧ሻ

ሻ𝑋(𝓏
=
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因果系统的单位采样响应为因果序列，其收敛域为

线性时不变系统稳定的充要条件是h(n)必须满足绝对可和条件，即

而𝓏变换的收敛域由满足的那些𝓏值确定，所以，如果系统函数的收敛

域包含单位圆 |𝓏|=1，则系统是稳定的。

1 ≤ |𝓏| ≤ ∞

𝑅𝑥− < |𝓏| ≤ ∞

෍

𝑛=−∞

∞

| ሻℎ(𝑛 | < ∞

因此，一个因果稳定的线性时不变系统的系统函数H(𝓏)必须在从单位
圆到 ∞ 的整个𝓏域内收敛，即

532024/9/30

也就是说系统函数的全部极点必须在单位圆内
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例14 设一阶系统的差分方程为

解 对系统的差分方程两边取𝓏变换

b 为实数, 求系统的频率响应

𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 + 𝑏𝑦 𝑛 − 1 , |𝑏| < 1

542024/9/30

𝑌(𝓏ሻ = 𝑋(𝓏ሻ + 𝑏𝓏−1𝑦(𝓏ሻ

𝑌(𝓏ሻ(1 − 𝑏𝓏−1ሻ = 𝑋(𝓏ሻ

𝐻 𝓏 =
ሻ𝑌(𝓏

ሻ𝑋(𝓏
=

1

1 − 𝑏𝓏−1
, |𝓏| > |𝑏

单位采样
延迟

+
x(n) y(n)

b

一阶差分方程描述的离散线性时不变系统

.

该系统的频率响应
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这是因果系统，其单位采样响应为

而频率响应为

ℎ(𝑛ሻ = 𝑏𝑛𝑢(𝑛ሻ

𝐻(𝑒j𝜔ሻ = 1 + 𝑏2 − 2𝑏cos𝜔 −
1
2

系统的极点在单位圆内，因此系统稳定

𝜔: 0
𝜋

2
𝜋

3𝜋

2
2𝜋

| ൯𝐻(𝑒j𝜔 |:
1

1 − 𝑏

1

1 + 𝑏2

1

1 + 𝑏

1

1 + 𝑏2

1

1 − 𝑏

arg ൯𝐻(𝑒j𝜔 : 0 ሻ−arctan(𝑏 0 ሻarctan(𝑏 0
𝐻 𝑒𝑗𝜔 = 𝐻 𝓏 |𝓏=𝑒j𝜔

=
1

1 − 𝑏𝑒−j𝜔
=

1

ሻ1 − 𝑏(cos𝜔 − jsin𝜔
ሻ= Τ1 ( 1 − 𝑏cos𝜔 + j𝑏sin𝜔

Im[𝓏]

Re[𝓏]b0-1

零极点分布情况

𝐻(𝓏ሻ =
𝓏

𝓏 − 𝑏

𝑏

arg 𝐻 𝑒j𝜔 = −arctan[
𝑏𝑠𝑖𝑛𝜔

1 − 𝑏𝑐𝑜𝑠𝜔
]相位响应:

幅度响应:

552024/9/30
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3.4.2 系统函数的频域分析

𝐻(𝓏ሻ = 𝐴
ැ

𝑘=1

𝑀
1 − 𝑐𝑘𝓏

−1

ς𝑘=1
𝑁 1 − 𝑑𝑘𝓏

−1

562024/9/30

将系统函数𝐻 𝓏

෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝓏
−𝑘

෍

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘𝓏
−𝑘

𝐻 𝓏 =
𝑌(𝑧ሻ

ሻ𝑋(𝓏
=

的分子和分母两个多项式分别进行因式分解，得

◼ 𝓏=ck是H(𝓏)的零点，𝓏=dk 是H(𝓏)的极点，是由差分方程的系数ak和 bk决定

◼ 除了比例常数 A，系统函数完全由它的零点和极点来确定

◼ 极-零点分布可以确定系统的因果性和稳定性

◼ 要根据H(𝓏)唯一确定h(n)，必须同时确定系统的收敛域, 例如对于稳定系统，

其收敛域必须包含单位圆
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用极-零点分布图表示系统函数的提供了一种观察系统频率特性的几何方法

用单个极-零点的情况分析极-零
点分布对系统频率特性的影响
，可推广到多个极-零点的情况

用这个因式比在z平面上的极-零点
分布来解释系统的频率响应

1 − 𝑐𝑘𝓏
−1

1 − 𝑑𝑘𝓏
−1

=
𝓏 − 𝑐𝑘
𝓏 − 𝑑𝑘

将 z=𝑒j𝜔代入上式描述的系统函数，

572024/9/30

𝐻(𝑒j𝜔ሻ = 𝐴

得到

ෑ

𝑘=1

𝑀

1 − 𝑐𝑘𝑒
−j𝜔

ෑ

𝑘=1

𝑁

1 − 𝑑𝑘𝑒
−j𝜔

𝐻(𝓏ሻ = 𝐴

ෑ

𝑘=1

𝑀

1 − 𝑐𝑘𝓏
−1

ෑ

𝑘=1

𝑁

1 − 𝑑𝑘𝓏
−1

一阶系统的频率响应与零极点分布的几何关系

单个极-零点的因式比
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𝑒j𝜔 − 𝑑𝑘 = 𝑂𝐴 − 𝑂𝐷 = 𝐷𝐴 (极矢量）

零点： 𝓏 = 𝑐𝑘
极点： 𝓏 = 𝑑𝑘

复数𝑑𝑘和 𝑐𝑘用

几何矢量表示

𝑑𝑘= 𝑂𝐷

𝑐𝑘= 𝑂𝐶

为求出系统在数字频率𝜔处的频率响应，
在单位圆上取相角为𝜔的点𝐴， 其几何矢
量表示为𝑒j𝜔= 𝑂𝐴 ,把极点和零点都向A点
连上矢量，有以下关系：

𝑒j𝜔 − 𝑐𝑘 = 𝑂𝐴 − 𝑂𝐶 = 𝐶𝐴

系统的频率响应为

1−𝑐𝑘𝓏
−1

1−𝑑𝑘𝓏
−1 =

𝓏−𝑐𝑘

𝓏−𝑑𝑘
=

𝐶𝐴

𝐷𝐴

（零矢量）

=
零矢量

极矢量

582024/9/30

零点和极点的
位置分别用C
和D表示

系统频率响应几何意义的讨论

角频率𝜔变化时，𝐴点沿单位圆运动：

• 当𝐴点移近零点时，零矢量的模𝐶𝐴减小，幅频响应出现凹谷

• 当𝐴点移近极点时，极矢量的模𝐷𝐴减小，幅频响应出现凸峰
• 当𝐷点出现在单位圆上时，幅频响应模值无穷大，系统出现不稳定状态
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𝐻(𝑒j𝜔ሻ

𝐴
=

用 𝓏平面上的极-零点分布来解释系统频率响应的几何方法，可以推广到多个因式的

乘积，即多个极-零点对系统频率响应的影响。M=N 时，𝐻(𝓏ሻ的分子和分母的阶数

相等，系统频率响应可表示为

M≠N 时，系统函数可以写成如下形式

上式因子𝓏−(𝑀−𝑁ሻ 的出现仅仅表明在 z=0 处或者有（𝑀 −𝑁）阶极点

（𝑀 > 𝑁时），或具有（N − M ）阶零点（𝑀 < 𝑁时)

ෑ

𝑘=1

𝑀

𝓏 − 𝑐𝑘

ෑ

𝑘=1

𝑁

𝓏 − 𝑑𝑘

各零矢量连乘积

各极矢量连乘积

592024/9/30

𝐻(𝓏ሻ

𝐴𝓏−(𝑀−𝑁ሻ
=
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因为此时上式因子𝓏−(𝑀−𝑁ሻ = 𝑒−j(𝑀−𝑁ሻ𝜔 ，其模为1，只对相频

arg[𝐻(𝑒j𝜔ሻ]产生线性相移 −(𝑀 − 𝑁)𝜔 , 即仅在时域引入了(𝑀 − 𝑁)步

延时（或超前）移位

|
𝐻(𝑒j𝜔ሻ

𝐴
|=
各零矢量模连乘积
各极矢量模连乘积

arg[𝐻(𝑒j𝜔ሻ]=各零矢量幅角之和 −各极矢量幅角之和 − (𝑀 − 𝑁)𝜔

根据以上两式，可以通过几何方法分析系统的频率响应

⚫ 由于靠近单位圆的零点位置影响系统幅频响应的凹谷及其深度，

而单位圆附近的极点影响着凸峰（谐振频率）的位置及其高度

⚫ 利用这种几何直观的方法，适当地控制极-零点的分布，对于数

字系统的设计十分重要

用零矢量和极矢量表示系统的相对频率响应
𝐻(𝑒j𝜔ሻ

𝐴
的公式为

602024/9/30
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◼ 理解𝔃平面上的极-零点分布

对系统频率响应的影响

① 𝓏 ሻ−(𝑀−𝑁 表示原点处零极点，它到

单位圆的距离恒为1，故对幅度响应

不起作用, 只是给出线性相移分量

− (𝑀 − 𝑁)

② 单位圆附近的零点对幅度响应的谷

点位置与深度有明显影响；当零点

位于单位圆上时，谷点为零；零点

可在单位圆外

③ 单位圆附近的极点对幅度响应的峰

点位置和高度有明显影响；极点在

圆外，系统不稳定

1−𝑐𝑘𝓏
−1

1−𝑑𝑘𝓏
−1 =

𝓏−𝑐𝑘

𝓏−𝑑𝑘
=

𝑒j𝜔− 𝑐𝑘
𝑒j𝜔− 𝑑𝑘

用这个因式比在𝓏平面的极-零点分
布来分析系统频率响应

612024/9/30

ෑ

𝑘=1

𝑀

𝓏 − 𝑐𝑘

ෑ

𝑘=1

𝑁

𝓏 − 𝑑𝑘

𝐻(𝓏ሻ

𝐴𝓏−(𝑀−𝑁ሻ
=
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3.5   单边𝓏变换

一个序列x(n)的单边𝓏变换定义

显然，对于x(n)=0，n<0，单边𝓏变换与双边𝓏变换是等效的

𝑍[𝑥(𝑛ሻ] = 𝑋𝐼(𝓏ሻ = ෍

𝑛=0

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛

单边 𝔃变换：只计算序列𝑥(𝑛ሻ在正向区间的值为系数的幂级数，而不考虑𝑥(𝑛ሻ

在n<0时如何定义

分析非零初始条件下的系统响应：对于物理可实现的离散线性时不变系统，其

输入和输出都是因果的，因此，可以利用单边 𝓏 变换的移位性质来解决在非零

初始条件下由线性常系数差分方程描述的系统响应的问题

采用单边 𝔃变换的场合：从某个感兴趣的时刻开始，设定𝑛=0，研究 n>0 时的

系统响应，而不考虑在𝑛<0 时系统如何受激励和响应，仅是由几个适当的初始

条件值来体现系统在𝑛<0 的行为对于 𝑛 ≥ 0 以后的反效作用

3.5.1 单边𝓏变换的定义

622024/9/30
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3.5.2 单边𝓏变换的性质

◼ 移位性质

𝑍I 𝑦 𝑛 = ෍

𝑛=0

∞

𝑥 𝑛 − 1 𝓏−𝑛 = 𝑥 −1 +෍

𝑛=1

∞

𝑥(𝑛 − 1ሻ 𝓏−𝑛

𝑌I 𝓏 = 𝑥 −1 + ෍

𝑚=0

∞

𝑥(𝑚ሻ𝓏−(𝑚+1ሻ

𝑌I 𝓏 = 𝑥 −1 + 𝓏−1𝑋I(𝓏ሻ

𝑌I 𝓏 = 𝑥 −2 + 𝑥(−1ሻ𝓏−1 +𝓏−2𝑋I (𝓏ሻ

考虑具有单边 z 变换的序列𝑥 𝑛 ，令𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 − 1 ，则

将𝑚 = 𝑛 − 1代入，得到

对于序列𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 − 2 ，有

632024/9/30
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比较双边 z 变换的移位性质
𝛧[𝑥(𝑛 − 𝑛0ሻ] = 𝓏−𝑛0𝑋(𝓏ሻ

单边 z 变换引入了在−𝑛0 ≤ 𝑛 < 0区间内以𝑥 𝑛 为系数的

𝑛阶多项式，与初值相关，而双边 𝓏变换则要计算整个𝓏

域上的序列值，无初值可言。

对于更一般的序列，若

𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 − 𝑛0 , 𝑛0> 0 ，那么向右移位可表示为

利用单边 𝓏变换的定义可以证明上述单边 𝓏变换的移位性质

642024/9/30

𝑍I 𝑦 𝑛 = 𝑍I 𝑥 𝑛 − 𝑛0 = 𝓏−𝑛0[𝑋I 𝓏 + ෍

𝑙=−𝑛0

−1

𝑥 𝑙 𝓏−𝑙]

= 𝑥 −𝑛0 + 𝑥(−𝑛0 + 1ሻ𝓏−1 +⋯+ 𝑥 −1 𝓏−𝑛0+1 + 𝓏−𝑛0𝑋I(𝓏ሻ
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3.6   用单边 z 变换求解线性差分方程

◼ 用单边 𝓏变换和移位性质求解具有非零初始条件的线性差分方程

𝑦 𝑛 = 𝑥 𝑛 + 𝑎𝑦(𝑛 − 1ሻ

解 对差分方程两边取单边z变换，并利用线性移位性质，得到

𝑌I 𝓏 = 𝑋I(𝓏ሻ +𝑎𝑧
−1𝑌I 𝓏 + 𝑎𝑦 −1

𝑌I 𝓏 =
𝑋I(𝓏ሻ + 𝑎𝑦 −1

1 − 𝑎𝓏−1

例14 考虑一阶差分方程描述的系统

求输入序列𝑥 𝑛 = 𝑒𝑗𝜔𝑛𝑢 𝑛 , 𝑛 ≥ 0, 初始条件𝑛 = −1, 𝑦 −1 = 𝑘时，
系统的输出𝑦 𝑛

652024/9/30

1、将差分方程变换成以𝓏为变量的代数方程（对于因果系统，给定

初始条件时，需要用单边 𝓏 变换求解)

2、然后取单边 𝓏 反变换得到系统的解
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𝑋I 𝓏 =
1

1 − 𝑒j𝜔𝓏−1

输入序列𝑥 𝑛 的单边𝓏变换为

将该式代入上式
，并考虑初始条
件 𝑦(-1)=k

𝑌I 𝓏 =
𝑎𝑘

1 − 𝑎𝓏−1
+
𝑎/(𝑎 − 𝑒j𝜔ሻ

(1 − 𝑎𝓏−1ሻ
−
𝑒j𝜔/(𝑎 − 𝑒j𝜔ሻ

(1 − 𝑒𝑗𝜔𝓏−1ሻ

将上式右边的第二项展开部分分式，上式改写为

𝑌I 𝓏 =
𝑎𝑘

1 − 𝑎𝓏−1
+

1

(1 − 𝑎𝓏−1ሻ(1 − 𝑒𝑗𝜔𝓏−1ሻ

该式的每一项对应着一个右边指数序列，因此

𝑦 𝑛 = [𝑘𝑎𝑛+1 +
𝑎𝑛+1

(𝑎−𝑎𝑒j𝜔ሻ
−

𝑒j𝜔(𝑛+1ሻ

(𝑎−𝑒j𝜔ሻ
]u(n)

对初始状态的响应（零输入解） 对输入的稳态响应对输入的暂态响应

把系统的差分方程的单边𝓏变换重写如下：

𝑌I 𝑧 =
𝑋I(𝑧ሻ + 𝑎𝑦 −1

1 − 𝑎𝓏−1

662024/9/30
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◼ 讨论用单边𝓏变换求解高阶线性差分方程描述的因果系统 ሻ（输入𝑥(𝑛 = 0）

高阶线性差分方程的一般形式

𝑌I 𝓏 +෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝓏
−𝑘 𝑌I 𝓏 + = 0෍

𝑚=−𝑘

−1

𝑦(𝑚ሻ𝓏−𝑚

对式 3 两边取单边𝓏变换，并利用线性移位性质，得到

672024/9/30

ሻ若输入𝑥(𝑛 = 0，得到

𝑦 𝑛 +෍

𝑘=1

𝑁

𝑏𝑘𝑦 𝑛 − 𝑘 = 0

对上式整理，得到

𝑌I 𝓏 = −

෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝓏
−𝑘

[ ෍

𝑚=−𝑘

−1

𝑦(𝑚ሻ𝓏−𝑚]෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝓏
−𝑘

对𝑌𝐼(𝑧ሻ进行 𝓏反变换求解，
可以得到系统的零输入解

𝑦0𝑙 𝑛 = 𝑍−1[𝑌I 𝓏 ]

（齐次差分方程）， 3

离散线性
时不变系统

y(n)x(n)
෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝑦 𝑛 − 𝑘 = ෍

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘𝑥 𝑛 − 𝑘

෍

𝑘=1

𝑁

𝑏𝑘𝑦 𝑛 − 𝑘 +෍

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘𝑥 𝑛 − 𝑘𝑦 𝑛 = − ，𝑏0 = 1

1

2
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◼ 讨论用单边𝓏变换求解高阶线性差分方程描述的因果系统 ሻ（𝑦(𝑛 初始条件为零）

高阶线性差分方程的一般形式

682024/9/30

ሻ若x 𝑛 是因果序列，且系统处于静止初始状态，即𝑦(𝑛 = 0, 对式 2 两边取单
边𝓏变换，得到

对该式做𝓏反变换，得到的
𝑦 𝑛 称为系统的零状态解，即
单纯由输入x 𝑛 引起的输出

𝑦(𝑛ሻ = 𝑍−1[𝑌I 𝓏 ]

𝑌I 𝓏 =

1 +෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝓏
−𝑘

෍

𝑘=0

𝑁

𝑎𝑘𝓏
−𝑘

𝑋(𝓏ሻ=H(𝓏ሻX(𝓏)

𝑦0𝑠 𝑛 = 𝑍−1[H(𝓏ሻX(𝓏ሻ]

因此，系统完整的输出是零状态解与零输入解之和，即

𝑦 𝑛 =𝑦0𝑙 𝑛 + 𝑦0𝑠 𝑛

෍

𝑘=0

𝑁

𝑏𝑘𝑦 𝑛 − 𝑘 = ෍

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘𝑥 𝑛 − 𝑘

෍

𝑘=1

𝑁

𝑏𝑘𝑦 𝑛 − 𝑘 +෍

𝑘=0

𝑀

𝑎𝑘𝑥 𝑛 − 𝑘𝑦 𝑛 = − ，𝑏0 = 1

1

2

离散线性
时不变系统

y(n)x(n)
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◼ z 变换的定义及收敛域

◼ z 反变换

◼ z 变换的性质

◼ z 变换域中离散时间系统的描述

◼ 单边 z 变换

线性时不变系统的输出响应的单边 𝓏 变换𝑌𝐼(𝓏ሻ不仅与系统函数

ሻ𝐻(𝓏 有关，而且与输入和输出的起始状态相关；只有在初值为零，且

有因果性条件下，其单边 𝓏 变换𝑌𝐼(𝑧ሻ具有双边 𝓏 变换𝑌(𝓏ሻ相同的形式

本章小结：

692024/9/30
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z 变换与连续信号的拉普拉斯变换、傅立叶变换的关系

z 变换与拉普拉斯变换的关系

◼ z 平面与 s 平面

设连续信号为 ሻ𝑥(𝑡 ，其采样信号为 𝑥𝑠(𝑡)，它们的拉普拉斯变换分别为

𝑋(𝑠ሻ =￡ ሻ𝑥(𝑡

𝑋𝑠(𝑠ሻ =￡ 𝑥𝑠(𝑡ሻ

702024/9/30
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对上式取拉普拉斯变换，有

𝑋𝑠(𝑠ሻ = න
−∞

∞

ሻ𝑥𝑠(𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = ඲

−∞

∞

෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛𝑇ሻ𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇ሻ𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

= ෎

𝑛=−∞

∞

න
−∞

∞

ሻ𝑥(𝑛𝑇ሻ𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛𝑇ሻ𝑒−𝑠𝑛𝑇

𝓏 = 𝑒𝑠𝑇， 𝑠 =
1

𝑇
ln 𝓏

当 𝓏 = 𝑒𝑠𝑇 时，采样序列的𝓏变换就等于采样信号的拉普拉斯变换，即

ሻ𝑋(𝓏 |𝓏=𝑒𝑠𝑇 = 𝑋𝑠(𝑠)

𝑥(𝑡ሻ|𝑡=𝑛𝑇 = 𝑥𝑠 𝑡 = ෍

𝑛=−∞

∞

ሻ𝑥(𝑛𝑇 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇ሻ

𝑋(𝓏ሻ = ෍

𝑛=−∞

∞

𝑥(𝑛ሻ𝓏−𝑛 比较

即由 s 平面到 𝓏 平面的映射关系

而采样序列 ሻ𝑥(𝑛 的𝓏变换为

应用理想采样表达式

712024/9/30
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将 s 平面用直角坐标表示为 𝒔 = 𝝈 + 𝒋𝜴

将 z 平面用极坐标表示为 z = 𝒓𝒆𝒋𝝎

𝓏 = 𝑟𝑒𝑗𝜔 = 𝑒𝑠𝑡 = 𝑒(𝜎+𝑗𝛺ሻ𝑇 = 𝑒𝜎𝑇𝑒𝑗𝛺𝑇

因此 𝑟 = 𝑒𝜎𝑇， 𝜔 = 𝛺𝑇

◼ 结论

r 与 σ的关系 𝒓 = 𝒆𝝈𝑻

σ=0 (s平面的虚轴)对应于 r=1 (𝓏平面的单位圆上)

σ<0 (s平面的左半平面)对应于 r<1 (𝓏平面的单位圆内部)

σ>0 (s平面的右半平面)对应于r>1(𝓏平面的单位圆外部)

ω和 Ω的关系 𝝎 = 𝜴𝑻

Ω=0 (s平面实轴)对应于ω=0(𝓏平面正实轴)

Ω=Ω0 (常数)(s平面平行于实轴的直线)对应于ω=Ω0T (𝓏平面始于原点，
幅角为 ω=Ω0T 的辐射线)

722024/9/30
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s-𝓏映射图（𝓏=esT,   s 平面与 z 平面之间的映射关系）

ቊ𝑟 = 𝑒𝜎𝑇

𝜔 = 𝛺𝑇

◼ s 平面与 𝓏平面的映射关系不是单值映射，Ω 每增加一个采样角频
率 𝛺𝑠= Τ2𝜋 𝑇，则 ω 相应增加一个2π，即重复旋转一周，𝓏平面
重叠一次。

732024/9/30
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𝑠 = j𝛺, 𝜎 = 0令

则 = 𝑋 𝑒j𝛺𝑇 = 𝑋𝑠 j𝛺

傅里叶变换—单位圆上的 z 变换，虚轴上的拉氏变换

=
1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝑋 j𝛺 − j
2𝜋

𝑇
𝑘 =

1

𝑇
෍

𝑘=−∞

∞

𝑋 (j𝛺 − j𝛺𝑠𝑘ሻ

𝑋 𝓏 |𝓏=𝑒𝑠𝑇 = 𝑋 𝓏 |𝓏=𝑒j𝛺𝑇

𝛺𝑠 = 2 Τ𝜋 𝑇 = 2𝜋𝑓𝑠

𝔃平面上 2𝜋弧度的改变相当于绕单位圆一次，重新回到原来的同
一点上, 傅里叶变换在频率上固有的周期性在这里形象地得到理解

742024/9/30


