
第三章 矩阵的初等变换
与线性方程组

第一节：矩阵的初等变换



本节课教学内容

2 阶梯形矩阵

3 用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵

1 初等变换与初等矩阵的概念与关系
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求解线性方程组：消元法
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▪ 一般消元法的基本思想 ----- 同解变形

1) 交换某两个方程的位置

2）用非零数k乘第i个方程

3）把第i个方程的k倍加至第j个方程
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例1 求解3元线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

  2 9

2 2 3 11

3 6 6 0

3 5 8

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + =
 + − =
 + − =


+ − = −

1 2 3

3

2 3

2 3

    2 9

7 7

3 12 27

2  7 17

x x x

x

x x

x x

+ + =
 − = −
 − = −


− = −

1 2 3

3

2 3

2 3

  2 9

1

4 9

2 7 17

x x x

x

x x

x x

+ + =
 =
 − = −


− = − 3

解



4 3

1 1 2 9

0 1 4 9

0 0 1 1

0 0 0 0

−

 
 

− −
 ⎯⎯⎯→
 
 
 

r r

1 2 3

2 3

3

2 3

2 9

4 9

1

2 7 17

x x x

x x

x

x x

+ + =
 − = −
 =


− = −

1 2 3

2 3

3

3

2 9

4 9

1

1

x x x

x x

x

x

+ + =
 − = −
 =


=

1 2 3

2 3

3

2 9

4 9

1

x x x

x x

x

+ + =


− = −
 =



















−−

−−
⎯⎯ →⎯


17720

1100

9410

9211

32 rr

4 22

1 1 2 9

0 1 4 9

0 0 1 1

0 0 1 1

−

 
 

− −
 ⎯⎯⎯→
 
 
 

r r

6 4



1

2

3

            12

      5

1

x

x

x

=


= −
 =

2 34

1 2 3

1 1 0 7

0 1 0 5

0 0 1 1

0 0 0 0

r r

r r

+

−

 
 

−
 ⎯⎯⎯→
 
 
 



















−
⎯→⎯

0000

1100

5010

12001

消元法的一般步骤 用初等行变换将 化为行最简形A
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例2  求解 1 2 4
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1  初等变换与初等矩阵

定义1 (初等行变换) 对矩阵施行的下列3种变换称为初等行变换:

(1) 交换第i行与第j行的位置(记为ri↔rj)

(2) 用非零数k乘矩阵的第i行(记为kri)

(3) 把矩阵的第 i 行的k倍加到第 j 行上去(记为rj+kri)
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1  初等变换与初等矩阵

定义2 (初等列变换) 对矩阵施行的下列3种变换称为初等列变换:

(1) 交换第i列与第j列的位置(记为ci↔cj)

(2) 用非零数k乘矩阵的第i列(记为kci)

(3) 把矩阵的第i列的k倍加到第j列上去(记为cj+kci)

矩阵的初等行变换与初等列变换统称为矩阵的初等变换.

例如
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1  初等变换与初等矩阵

矩阵等价关系具有下列性质：

A A
if A B B A  

, Cif A B B C A   

(1) 自反性：

(2) 对称性：

(3) 传递性：

定义3 (矩阵等价)如果矩阵A经过有限次初等行(列)变换变成
矩阵B，则称矩阵A与B行(列)等价.

矩阵行等价和矩阵列等价统称为矩阵等价，记作 .A B
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1  初等变换与初等矩阵
定义4 (初等矩阵) 对单位矩阵只作1次初等变换所得到的矩阵，
称为初等矩阵.

3种初等变换对应3种初等矩阵.

(1) 互换单位矩阵I的第i行(列)与第j行(列)得初等矩阵:
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det(P(i, j)) = ?det(P(i, j)) = -1



1  初等变换与初等矩阵

(2) 用非零数k乘单位矩阵I的第i行(或第i列)得初等矩阵:
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det( P(i(k)) ) = k ≠ 0



1  初等变换与初等矩阵
(3) 把单位矩阵I的第i行的k倍加到第j行上去（或把I的第j列的k倍加到第i列
上去）得初等矩阵:
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总结：三种初等矩阵各自对应一种初等变换，其逆矩阵也为初等矩阵(并且是同
类型的)，初等矩阵对应的初等变换与它的逆矩阵对应的初等变换互为逆变换。

det( P(i(k), j) ) = 1



1  初等变换与初等矩阵

初等变换与初等矩阵有什么关系呢？

例1

解
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1  初等变换与初等矩阵

初等变换与初等矩阵有什么关系呢？

例1
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用矩阵乘法表示初等行变换 用矩阵乘法表示初等列变换

AjiPBBA ),(, =则
ji rr 

AkiPBBA ))((, =则ikr

AjkiPBBA )),((, =则
ij krr +

),(, jiAPBBA =则
ji cc 

))((, kiAPBBA =则ikc

)),((, jkiAPBBA =则
ji kcc +

1  初等变换与初等矩阵
性质1 (初等变换与初等矩阵的关系)

对矩阵A施行一次初等行变换，相当于对A左乘一个相应的
初等矩阵；对矩阵A施行一次初等列变换，相当于对A右乘
一个相应的初等矩阵.
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定理1 (初等变换与初等矩阵的关系)

对矩阵A施行一次初等行变换，相当于对A左乘一个相应的
初等矩阵；对矩阵A施行一次初等列变换，相当于对A右乘
一个相应的初等矩阵.

1  初等变换与初等矩阵

A与B行等价 存在初等矩阵P1,P2,…,Ps使Ps…P2P1 A=B

若令P=Ps…P2P1 , 则有

PA=B，

其中P为可逆矩阵.
为什么？ 16



定理1 (初等变换与初等矩阵的关系)

对矩阵A施行一次初等行变换，相当于对A左乘一个相应的
初等矩阵；对矩阵A施行一次初等列变换，相当于对A右乘
一个相应的初等矩阵.

1  初等变换与初等矩阵

若令Q=Q1Q2…Qt , 则有

AQ=B，

其中Q为可逆矩阵.

A与B列等价 存在初等矩阵Q1,Q2,…,Qt使AQ1Q2…Qt =B

17



1  初等变换与初等矩阵

A与B等价 存在初等矩阵P1,P2,…,Ps,Q1,Q2,…,Qt使
Ps…P2P1 AQ1Q2…Qt=B

若令P=Ps…P2P1, Q=Q1Q2…Qt , 则有

PAQ=B，
其中P, Q为可逆矩阵.

当矩阵A与B等价时，必存在可逆矩阵P, Q使PAQ=B，
其中P, Q可以表示成若干初等矩阵之积.

18



本节课教学内容

2 阶梯形矩阵

3 用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵

1 初等变换与初等矩阵的概念与关系



2  阶梯形矩阵

定义5 (阶梯形矩阵) 称满足下列两个条件的矩阵为阶梯形矩阵：
1) 若有零行(元素全为零的行)，则零行都位于底部；
2) 各非零行的首非零元素都位于前一行首非零元的右边.

0 1 2 1

0 0 0 5

0 0 0 0

 
 
 
 
 

2 1 2 1

0 1 1 1

0 0 1 2

0 0 0 5

 
 
 
 
 
 

例2 判断下列矩阵是否为阶梯型矩阵.

 
 
 
 

0 0 2 1 3

0 0 1 1 1

0 0 0 0 2

√ √ ×
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2  阶梯形矩阵

定义6 (简化行阶梯形矩阵) 称满足下列条件的矩阵为简化
行阶梯形矩阵(行最简形). 

1)阶梯形矩阵；
2)各非零行的首非零元均为1；
3)首非零元所在列其它元素均为0.

0 1 2 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 
 
 
 
 

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

下面三个矩阵都是简化行阶梯形矩阵

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 
 
 
 
 
  20



2  阶梯形矩阵

例3 用初等行变换将矩阵

化成简化行阶梯形矩阵。

定理2 对于任一非零矩阵A=(aij)m×n都可通过有限次初等行变
换把它化成阶梯形矩阵，进一步可化为简化行阶梯型矩阵(行
最简形).

 
 
 
 

0 4 -12 2
= 3 -1 -6 -2

-1 -1 6 2
A
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2  阶梯形矩阵

解

阶梯形矩阵
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1 3
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r + 3r

3 2
r + r

,
1

-r

,1

4
2

- r

1

6
3

r

1 2
r - r ,

1 3
r + r

2 3
r + r

简化行阶梯形矩阵
(行最简形) 22



2  阶梯形矩阵

 
 
 
 

0 4 -12 2
= 3 -1 -6 -2

-1 -1 6 2
A

 
 
 
 

1 0 -3 0
0 1 -3 0
0 0 0 1

简化行阶梯形矩阵
(行最简形)

初等行
变换

3 4
c c 1 0 0 -3

0 1 0 -3
0 0 1 0

 
 
 
 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 
 
 
 

4 1
c + 3c

4 2
c + 3c

非零矩阵经初等变换可化为左上角是单位阵、其余元素都是0的
矩阵，称为A在等价意义下的标准形。

继续进行初等列变换：
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2  阶梯形矩阵

设B是可逆矩阵A经有限次初等行变换所化成的简化行阶
梯形矩阵，证明B=I.

B=PA,

回顾:定义6  称满足下列条件的矩阵为简化行阶梯形矩阵(行最简形). 

1)阶梯形矩阵；
2)各非零行的首非零元均为1；
3)首非零元所在列其它元素均为0.

证明思路: 

例4 

det(P)≠0, det(A)≠0 det(B)≠0 B无零行

B

阶梯形&方阵&无零行 首非零元素全部位于对角线上

首非零元均为1

首非零元所在列其它元素均为0

B为单位阵

24



2  阶梯形矩阵
定理3 设A为n阶方阵，则下列条件相互等价:

(1) A是可逆矩阵;

(2) A可经有限次初等行变换化成同阶单位矩阵I  (即A行等价于同阶单位阵);

(3) A可表示成若干个初等矩阵之积.

证 采用循环证法

(1)→(2):

(2)→(3): 存在初等矩阵P1,P2,…,Pm使Pm…P2P1A=I

故 A = (Pm…P2P1)
-1 = P1

-1 P2
-1 … Pm

-1

(3)→(1): 设 A = Q1Q2…Qm , 其中Qi , i=1…m为初等矩阵.

有 det(Qi)≠0, i=1…m. 故 det(A)≠0, A可逆, 证毕.

利用定理3可得到

一种较为简单的求
逆矩阵的方法.

前面例4已经证明了，一个可逆矩阵经过有限
次初等行变换化成的行最简形就是单位阵
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本节课教学内容

2 阶梯形矩阵

3 用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵

1 初等变换与初等矩阵的概念与关系



求逆矩阵的初等变换法:

1

m 2 1

-
P P P I = A

[ ]A I [ ]-1
I A

m 2 1
P P P A = I

3 用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵

1 1− −

m 2 1
AP P A = IAP

当A可逆时, 存在初等矩阵P1,P2,…,Pm使

定理3  设A为n阶方阵，则下列条件相互等价:

(1) A是可逆矩阵;

(2) A可经有限次初等行变换化成同阶单位矩阵I;

(3) A可表示成若干个初等矩阵之积.

回顾：

若干次初等行变换
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2 2 3

1 1 0

1 2 1

A

 
 

= −
 
 − 

解 2 2 3 1 0 0

[   ] 1 1 0 0 1 0

1 2 1 0 0 1

A I

 
 

= −
 
 − 

1 2

1 1 0 0 1 0

2 2 3 1 0 0

1 2 1 0 0 1

r r
− 

  
⎯⎯⎯⎯→

 
 − 

2 1

3 1

2
1 1 0 0 1 0

0 4 3 1 2 0

0 1 1 0 1 1

r r

r r

−
− 

+  
⎯⎯⎯⎯→ −

 
 
 

2 3

1 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1

0 4 3 1 2 0

r r
− 

  
⎯⎯⎯⎯→

 
 − 

3 用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵

例5 求可逆矩阵 的逆矩阵. 
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3 2

1 1 0 0 1 0
4

0 1 1 0 1 1

0 0 1 1 6 4

r r
− 

−  
⎯⎯⎯⎯→

 
 − − − 

2 3

1 1 0 0 1 0

0 1 0 1 5 3

0 0 1 1 6 4

r r
− 

+  
⎯⎯⎯⎯→ − −

 
 − − − 

1 2

3

1 0 0 1 4 3

0 1 0 1 5 3

0 0 1 1 6 4

r r

r

+
− − 

−  
⎯⎯⎯⎯→ − −

 
 − 

所以 的逆矩阵 1

1 4 3

1 5

1

.3

6 4

A
−

− − 
 

− −


 

=

−

3 用初等变换求可逆矩阵的逆矩阵

2 3

1 1 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1

0 4 3 1 2 0

r r
− 

  
⎯⎯⎯⎯→

 
 − 

2 2 3

1 1 0

1 2 1

A

 
 

= −
 
 −  28



第三章 矩阵

第二节：矩阵的秩



• 化矩阵成阶梯形的方法不是唯一的，得到的阶梯形矩

阵也不是唯一的。

0

那么这些不同的阶梯形矩阵有什么共同的特性呢？

• 矩阵的行数和列数描述了矩阵的结构信息，但当矩阵的

某一行（列）全为0时，有没有更本质的结构参数呢？，

比如所化成的阶梯形矩阵的非零行数？



第二节：矩阵的秩

1. 矩阵的𝒌阶子式

2. 矩阵的秩

3. 计算矩阵秩的一般方法



定义（矩阵的k阶子式）

k阶子式.

1 1 3 1

0 2 1 4
,

0 0 0 5

0 0 0 0

A

 
 

−
 =
 
 
 

例如

3 1

0 5

2阶子式 3阶子式

1 1 1

0 2 4

0 0 5

4阶子式

A

1

注意区分以下概念：k阶子式，子矩阵，余子式，代数余子式

在𝒎× 𝒏矩阵𝑨中，任取𝒌行与𝒌列(𝒌 ≤ 𝒎, 𝒌 ≤ 𝒏)，位于这些
行列交叉处的𝒌𝟐个元素，不改变它们在𝑨中所处的位置
次序而得的𝒌阶行列式，称为矩阵𝑨的一个

设 行等价，则 与 中非零子式的最高阶数相等𝐴, 𝐵引理: 𝐴 𝐵



第二节：矩阵的秩

1. 矩阵的𝒌阶子式

2. 矩阵的秩

3. 计算矩阵秩的一般方法



如果 ,则称A的秩为零；如果 ，则称A中非零

子式的最高阶数为A的秩. )(Ar )(AR记为 或 .

例如

OA OA =

定义2（矩阵的秩）

1 1 2 -1
2 2 4 -2
3 3 6 -3

C
 
 =
 
 

( ) 2r A =

1 1 2
0 2 4

,
0 0 6
0 0 0

B

 
 

=  
 
 

( ) 3r B =

根据定义，易得：

；则矩阵若 },min{)(1,)1( nmArOAnm 

；)()()2(
T

ArAr =

.1

)()3(

）全为零阶子式（如果存在的话所有的
中阶非零子式，而且中至少存在一个

+

=

r

ArArAr

2

1 -1
,

3 2
A

 
=  
 

( ) 1r C =



定义3（满秩矩阵）

( ( ) ) n A r A n=阶方阵 满秩 即

,矩阵为设 nmA 

0|| A

( )r A n A= 阵若 ， 称 为列满秩矩则

,矩阵为设 nnA 

( )r A n A 降秩方 ）若 阵 不可逆，则称 为 ( 方阵 奇异方阵、

( )r A n A= 满秩方 )若 阵 可逆矩为 阵 非( 奇，则 、 异方阵称

( )r A m A= 阵若 ， 称 为行满秩矩则

3
( ( ) ) n A r A n阶方阵 不满秩 即 | | =0A



解 由条件知A为降秩方阵,

例1 .,3)(

1
1

1
1

aAr

aaa
aaa
aaa
aaa

A 求常数，设 =
















=

.0)det( =A所以

1
1

1
1

)det(

aaa
aaa
aaa
aaa

A =即
3

)1)(31( aa −+= ，0= 1
3

1
=−= aa 或

.,1)(1 不合题意，则若 == Ara

，的左上角的三阶子式时当 0
27

16
,

3

1
=−= Aa .3)( =Ar .

3

1
−=a故

4



第二节：矩阵的秩

1. 矩阵的𝒌阶子式

2. 矩阵的秩

3. 计算矩阵秩的一般方法



阶梯形矩阵的秩

0 1 2 1

0 0 0 5

0 0 0 0

A

 
 

=
 
 
 

2 1 2 1

0 1 1 1

0 0 1 2

0 0 0 5

B

 
 
 =
 
 
 

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

C

 
 

=
 
 
 

r(A)=2

r(B)=4

r(C)=1

等于其非零行的个数

5

阶梯形矩阵的首非零元所在的行
和列所组成的k阶子式≠0

所有k+1阶子式=0



证明思路：

只需证明𝑨经过一次初等行变换变为𝑩之后𝒓 𝑩 ≥ 𝒓 𝑨 ，由于初等

变换的逆变换也是初等变换，可知𝒓(𝑨) ≥ 𝒓 𝑩 ，从而有做一次初等行变

换后𝒓 𝑨 = 𝒓(𝑩)，那么做有限次初等行变换矩阵的秩也不变。

6

).()(

,

BrAr

BA

=则
变成了矩阵经过若干次初等行变换设矩阵定理

即行等价的矩阵有相同的秩。

设r(A)=k,则A中必存在非零的k阶子式Dk

A=

𝐷𝑘 ≠ 0

为了方便讨论，我们假设Dk是A中连续的
一块(不连续的情况也可以类似地进行讨论)



A有k阶非零子式𝐷𝑘，对A进行变换𝒓𝒊 ↔ 𝒓𝒋得矩阵B，则B中总能找到一个k阶

非零子式𝑀𝑘，𝑀𝑘与𝐷𝑘的关系有如下三种情况：

A=

𝐷𝑘
𝑟𝑖
𝑟𝑗

B=

𝑀𝑘

𝑟𝑗
𝑟𝑖

A=

𝐷𝑘

𝑟𝑖

𝑟𝑗

B=

𝑀𝑘

𝑟𝑗

𝑟𝑖

7

A=

𝐷𝑘

𝑟𝑖
𝑟𝑗

B=

𝑀𝑘

𝑟𝑗
𝑟𝑖

∴B中存在k阶的非零子式𝑀𝑘，r(B)≥r(A)=k

𝑀𝑘 = 𝐷𝑘 𝑀𝑘 = 𝐷𝑘 或𝑀𝑘 = −𝐷𝑘 𝑀𝑘 = −𝐷𝑘



对A进行变换𝝀𝒓𝒊 , 𝝀 ≠ 𝟎得矩阵B，则B中总能找到一个k阶非零子式𝑀𝑘，
𝑀𝑘与𝐷𝑘的关系有如下两种情况：

A=
𝐷𝑘

𝑟𝑖

B=
𝑀𝑘

𝜆𝑟𝑖

A=
𝐷𝑘

𝑟𝑖

B= 𝑀𝑘

𝜆𝑟𝑖

8∴B中存在k阶的非零子式𝑀𝑘，r(B)≥r(A)=k

𝑀𝑘 = 𝐷𝑘 𝑀𝑘 = 𝜆𝐷𝑘



对A进行变换𝒓𝒊 + 𝝀𝒓𝒋得矩阵B，有如下三种情况：

A=

𝐷𝑘
𝑟𝑖
𝑟𝑗

B=

𝑀𝑘
𝑟𝑖 + 𝜆𝑟𝑗

𝑟𝑗

A=

𝐷𝑘
𝑟𝑖

𝑟𝑗

B=

𝑀𝑘 𝑟𝑖 + 𝜆𝑟𝑗

𝑟𝑗

9

A=

𝐷𝑘

𝑟𝑖

𝑟𝑗

B=

𝑀𝑘

𝑟𝑖 + 𝜆𝑟𝑗

𝑟𝑗

∴对前两种情况，B中存在k阶的非零子式𝑀𝑘，r(B)≥r(A)=k

𝑀𝑘 = 𝐷𝑘 𝑀𝑘 = 𝐷𝑘



𝑀𝑘 =

𝑟s
⋮
𝑟t

𝑟𝑖 + 𝜆𝑟𝑗
𝑟𝑝
⋮
𝑟𝑞

=

𝑟s
⋮
𝑟t
𝑟𝑖
𝑟𝑝
⋮
𝑟𝑞

+ 𝜆

𝑟s
⋮
𝑟t
𝑟𝑗
𝑟𝑝
⋮
𝑟𝑞

= 𝐷𝑘 + 𝜆𝑁𝑘

𝑀𝑘 − 𝜆𝑁𝑘 = 𝐷𝑘 ≠ 0, 因此，𝑀𝑘 , 𝑁𝑘不同时为零,

10

A=

𝐷𝑘

B=

𝑀𝑘

𝑟𝑖 + 𝜆𝑟𝑗

𝑟𝑗

𝑟𝑖

𝑟𝑗

若𝑁𝑘 ≠ 0，则𝑩中存在𝑘阶子式𝑁𝑘
′ =

𝑟s
⋮
𝑟t
𝑟𝑝
⋮
𝑟𝑞
𝑟𝑗

≠ 0

所以对第三种情况，𝑩中存在𝑘阶非零子式(𝑀𝑘或𝑁𝑘
′)，r(B)≥r(A)=k

B= 𝑟𝑖 + 𝜆𝑟𝑗

𝑟𝑗

𝑁𝑘
′



).()(

,

BrAr

BA

=则
变成了矩阵经过若干次初等行变换设矩阵

).()(

,

BrAr

BA

=则
变成了矩阵经过若干次初等列变换设矩阵

定理
即行等价的矩阵有相同的秩。

PAB =

推论1

即列等价的矩阵有相同的秩。 AQB =

推论2

即用满秩方阵(可逆矩阵)乘矩阵后，矩阵的秩不改变。

满秩方阵，则有
阶为阶满秩方阵，为矩阵，为设 nQmPnmA 

),()( ArPAr = ),()( ArAQr = )()( ArPAQr =

求矩阵秩的方法：将A经初等行变换变成阶梯形矩阵, 

则非零行的个数就是A的秩.
11



求矩阵的秩的方法：

A
初等行变换

阶梯形矩阵B

A的秩等于B中非零行的个数



















−

−

−−

−
=

4

3

1

0

1

5

6

5

4

1

3

0

6

0

2

2

1

2

3

3

A

例2 求下列矩阵A的秩

12



求矩阵的秩的方法：

A
初等行变换

阶梯形矩阵B

A的秩等于B中非零行的个数

3 2 0 5 0

3 2 3 6 1

2 0 1 5 3

1 6 4 1 4

 
 

− −
 

− 
 

− − 

1 6 4 1 4− −

3 2 0 5 0

41 rr 

0 4 3 1 1− −

2 4
r r−

4 1
3r r−

3 1
2r r−

0 12 9 7 11− −

0 16 12 8 12− −

23 3rr −

24 4rr −
0 0 0 4 8−

0 0 0 4 8−
4 3

r r− 0 0 0 0 0

( ) 3.R A =



















−

−

−−

−
=

4

3

1

0

1

5

6

5

4

1

3

0

6

0

2

2

1

2

3

3

A

例2 求下列矩阵A的秩
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14

1. 𝟎 ≤ 𝒓 𝑨𝒎×𝒏 ≤ 𝒎𝒊𝒏{𝒎,𝒏}.

2. 𝒓 𝑨 = 𝒓 𝑨𝑻 .

3.若 𝑨~ 𝑩,则 𝒓 𝑨 = 𝒓 𝑩 .

4.若 𝑷、𝑸可逆，则𝒓 𝑷𝑨𝑸 = 𝒓 𝑨 .

5. 𝒎𝒂𝒙 𝒓 𝑨 , 𝒓 𝑩 ≤ 𝒓 𝑨,𝑩 ≤ 𝒓 𝑨 + 𝒓 𝑩 .

6. 𝒓 𝑨 + 𝑩 ≤ 𝒓 𝑨 + 𝒓 𝑩 .

7. 𝒓 𝑨𝑩 ≤ 𝒎𝒊𝒏 𝒓 𝑨 , 𝒓 𝑩 .

8.若 𝑨𝒎×𝒏𝑩𝒏×𝒍 = 𝑶, 则 𝒓 𝑨 + 𝒓 𝑩 ≤ 𝒏.

性质
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第三章 几何向量及其应用

第二节：数量积、向量积、混合积

魏志强

数学与统计学院



作业

习题3.2

(A) 2, 3, 7, 8, 11, 13, 14, 18



一、数量积（内积、点积）

1、定义3.2.1 (数量积、内积、点积)

cos  baba


= ( ) ( )ba abba 


==

2、性质: （1） abba

=

（2） ( ) cbcacba

+=+

（3） ( ) ( )bakbak

=

（4） 0
2

= aaa


00


== aaa且

a

b

.0=== ikkjji


1,i i j j k k =  =  =

1

由数量积的交换律和分配律，我们有



𝒊=𝟏

𝒎

𝒌𝒊𝒂𝒊 ⋅ 

𝒋=𝟏

𝒏

ℓ𝒋𝒃𝒋 =

𝒊=𝟏

𝒎



𝒋=𝟏

𝒏

𝒌𝒊ℓ𝒋(𝒂𝒊 ⋅ 𝒃𝒋)



，设 kajaiaa zyx


++= kbjbibb zyx


++=

= ba


)( kajaia zyx


++ )( kbjbib zyx


++

zzyyxx babababa ++=


则

3、数量积的坐标表示：

4、应用 aaa

=||||（1）求向量的模

（2）求非零向量间的夹角

a b

a b
cos

222222

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

++++

++
=

0=ba


ba


⊥ 0=++ zzyyxx bababa

（3）求射影 ,
|| ||

b

a b
a a b

b

0
.

|| ||a

a b
b a b

a

0

2

a b
0 0



       设O为一根杠杆L的支点，有一力F

作用

于这杠杆上P点处．力F

与OP的夹角为，力F



对支点O的力矩是一向量M

，它的模 

M

的方向垂直于OP与F


所决

定的平面,  指向符合右手系. 

实例

L

 F

P

Q
O



二、两向量的向量积 (叉积，外积）

𝑴 = 𝑶𝑸 𝑭 = 𝑶𝑷 𝑭 𝒔𝒊𝒏𝜽

3



向量a

与b

的向量积(外积、叉积)为 bac


=  

|| || || || || ||sin  c a b (其中为a

与b

的夹角) 

1、定义

方向：c

既垂直于a


，又垂直于b


，且a


，b

，c

符合右手系. 

2、向量积的基本性质

（1） .abba


−=

（3）分配律： .)( cbcacba


+=+

.cabacba


+=+ ）（

.0)1(


=aa

ba


)2( //  .0


=ba

b


a


ba






大小：

4

).()()( bababa


== （2）若 为数：

不满足交换律



,kajaiaa zyx


++= kbjbibb zyx


++=设

=ba


)( kajaia zyx


++ )( kbjbib zyx


++

,kji


 =

,0


 === kkjjii

,jik


=,ikj


=

,kij


−= .jki


−=,ijk


−=

kbabajbabaibaba xyyxzxxzyzzy


)()()( −+−+−=

3、向量积的坐标表示

=
y z x yz x

z xy z x y

a a a aa a
i j k

b bb b b b
5zyx

zyx

bbb

aaa

kji


向量积的
计算公式=ba





（1）求平行四边形的面积
 a


b


4、向量积在几何上的几个应用

（2）判别两向量是否共线

ba


// .0


=ba

（3）求与两个不共线的向量都垂直的向量

,baS


=平行四边形 baS


=
2

1

,423 kjia


+−=求与 .2 都垂直的单位向量kjib


−+=例:

6



a b

解
3 2 4
1 1 2

x y z

x y z

i j k i j k
c a b a a a

b b b

,510 kj


+=

.
5

1

5

2








+= kj



𝒄 = 𝟓 𝟓，

±
𝒄

𝒄
与𝒂, 𝒃都垂直的单位向量:



1、定义 设已知三个向量a

、b

、c

，称数量 cba


 )( 为这三个向量

的混合积，记为 ][ cba

. 

,kajaiaa zyx


++=设 ,kbjbibb zyx


++=2、坐标表示： ,

x y z
c c i c j c k

三、向量的混合积

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba



=

( ) ca b

3、性质： ][][][ bacacbcba


==即( )a b c acb

= )( .)( bac


=

（2）互换混合积中任意两个向量的位置，则混合积变号
][][ cbacab


−=例如 7

因为

x y z

x y z

x y z

a a a

b b b

c c c

（1）

y z x yz x

y z z x x y

a a a aa a
i j k

b b b b b b

则 y z x yz x

y z z x x y
x y z

a a a aa a

b b b
c c

b b
c

b



4、混合积的几何意义

混合积 ][ cba


cba

= )( 的绝对值表示以

向量a

、b

、c

为棱的平行六面体的体积. 

a


c


b


ba




三向量a

、b

、c

共面 .0][ =cba


0

x y z

x y z

x y z

a a a

b b b

c c c



cos c  ba


= V六面体a b c

为钝角时， a b c V六面体

为锐角时，

8

• 三向量共面的混合积表示：

0
x x x

y y y

z z z

a b c

a b c

a b c



例 已知 2][ =cba


，计算 )()]()[( accbba


+++ . 

解 )()]()[( accbba


+++

)()][ accbbbcaba


++++=

ccbcccacba

+++= )(0)()(

acbaacaaba

++++ )(0)()(

0= 0=

0= 0= cba

= )(

cba

= )(2 ][2 cba


= .4=
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第三章 矩阵与线性方程组

第三节： 线性方程组的解



n元线性方程组
11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A

a a a b

 
 
 =
 
 
 

Ax b=

[ ]= A b

增广矩阵

1

11 12 1

21 22 2

1 2

 
 
 =
 
 
 

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

系数矩阵

1

2
, ,

m

b

b
b

b

 
 
 =
 
 
 



方程组的解：x1 = c1, x2 = c2, … , xn = cn使得每个方程两端都相等

解向量：n维列向量x0 = ( c1, c2, … , cn )T

解集合：方程组的全部解所组成的集合；解方程组就是要找出它的全部
解，即找出它的解集合。

一般解（通解）：当方程组的解不唯一时，称其全部解的表达式为方程
组的一般解或通解。

同解（等价）：如果两个线性方程组有相同的解集合，称它们是同解的。

2

一些概念：

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =

n元线性方程组 Ax b=



▪如何判断线性方程组有没有解？

▪在方程组有解时，它有多少解？如何求出它的全部解？

▪如果方程组的解不唯一，那么这些解之间的关系，即解的
结构如何？

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =

对于线性方程组解的讨论

3



2

3

1
 
7

1

3

1 1 2 9

0 0 1 1

0 1 4 9

0 2 7 17

−  
 
 ⎯⎯⎯→
 − −
 

− − 

r

r



















−−

−

−
=

8531

0663

11322

9211

A

2 1

3 1

4 1

2
3

1 1 2 9

0 0 7 7

0 3 12 27

0 2 7 17

−
−
−

 
 

− −
 ⎯⎯⎯→
 − −
 

− − 

r r
r r
r r

例1 求解3元线性方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

  2 9

2 2 3 11

3 6 6 0

3 5 8

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + =
 + − =
 + − =


+ − = −

1 2 3

3

2 3

2 3

    2 9

7 7

3 12 27

2  7 17

x x x

x

x x

x x

+ + =
 − = −
 − = −


− = −

1 2 3

3

2 3

2 3

  2 9

1

4 9

2 7 17

x x x

x

x x

x x

+ + =
 =
 − = −


− = − 5

解



4 3

1 1 2 9

0 1 4 9

0 0 1 1

0 0 0 0

−

 
 

− −
 ⎯⎯⎯→
 
 
 

r r

1 2 3

2 3

3

2 3

2 9

4 9

1

2 7 17

x x x

x x

x

x x

+ + =
 − = −
 =


− = −

1 2 3

2 3

3

3

2 9

4 9

1

1

x x x

x x

x

x

+ + =
 − = −
 =


=

1 2 3

2 3

3

2 9

4 9

1

x x x

x x

x

+ + =


− = −
 =



















−−

−−
⎯⎯ →⎯


17720

1100

9410

9211

32 rr

4 22

1 1 2 9

0 1 4 9

0 0 1 1

0 0 1 1

−

 
 

− −
 ⎯⎯⎯→
 
 
 

r r

6



1

2

3

            12

      5

1

x

x

x

=


= −
 =

2 34

1 2 3

1 1 0 7

0 1 0 5

0 0 1 1

0 0 0 0

r r

r r

+

−

 
 

−
 ⎯⎯⎯→
 
 
 



















−
⎯→⎯

0000

1100

5010

12001

( ,1 ) ( )r A r A结 解论 未当 时 方程知量个 一数 组有唯= =

消元法的一般步骤 用初等行变换将 化为行最简形A

1 2

2

3

      7

      5

1

x x

x

x

+ =


= −
 =

7

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

  2 9

2 2 3 11

3 6 6 0

3 5 8

x x x

x x x

x x x

x x x

+ + =
 + − =
 + − =


+ − = − 

















−−

−

−
=

8531

0663

11322

9211

A

消元法 初等行
变换

唯一解
系数矩阵A



例2  求解 1 2 4

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3

     2 6

4 1

3        3

3        3

x x x

x x x x

x x x

x x x

+ − = −
 − − − =
 − − =

− + + = −

解 1 1 0 2 6 1 0 0 1 2
4 1 1 1 1 0 1 0 1 4
3 1 1 0 3 0 0 1 2 5
3 1 1 0 3 0 0 0 0 0

A

− − − −   
   − − − − −

= →   − − − −
   − −   

),(

25

4

2

4

43

42

41

任意x

xx

xx

xx









+−=

+−=

+−= 1

2

3

4

2

4

5 2

x c

x c

x c

x c

= − +


= − +


= − +
 =

通解

或

通解的参数式形式

或

通解的向量形式

𝑥 =

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4

=

−2
−4
−5
0

+ 𝑐

1
1
2
1

其中c为任意常数 8

约束未
知量

自由未
知量

1 4

2 4

3 4

          2

      4

2 5

x x

x x

x x

− = −


− = −
 − = −

( ) ( ) ,2 r A r A=  当 未知量个数时

方程组有解且有无穷多解

结论

(n-r个自由未知量)



1 2 3

2 3

1 2 3

2 3 1

 2 1

3 5 3

x x x

x x

x x x

+ + =


+ =
 + + =

求解方程组

1 2 3 1 1 2 3 1

0 1 2 1 0 1 2 1

1 3 5 3 0 0 0 1

A

   
   

= →
   
      

  ( )3 ( ) ,r A r A当 时 方程组无解结论

例3

解

方程组无解

9

1 2 3

2 3

2 3 1

2 1

0 1

x x x

x x

+ + =


+ =
 =

( ) ( ) ,2 r A r A=  当 未知量个数时 方程组有解且有无穷多解结论

) ,1 ( ) (r A r A= =当 未知量个数时 方程组有唯一解结论

( )=2 ( )=3r A r A，



𝒏元线性方程组𝑨𝒙 = 𝒃有解的充分必要条件是其系数矩阵的秩等于

其增广矩阵的秩，即𝒓 𝑨 = 𝒓 𝑨 .

当有解时,解的情形分为两种:

(𝟏)有唯一解⇔ 𝒓(𝑨) = 𝒓(𝑨) = 𝒏;
(𝟐)有无穷多解⇔ 𝒓(𝑨) = 𝒓(𝑨) < 𝒏,此时通解中有n−r个自由未知量

定理1  (线性方程组有解判定定理)

线性方程组的解

10



证明：考虑𝒏元线性方程组𝑨𝒙 = 𝒃，设系数矩阵𝑨的秩为𝒓.  

通过初等行变换我们可以得到

不失一般性的，我们设𝑨化成的行最简形中，首非零元都位于前𝒓
列（此时首非零元对应的未知量为𝒙𝟏, 𝒙𝟐, ⋯ , 𝒙𝒓）

ҧ𝐴 = 𝐴 ⋮ 𝑏 →

1 0 0 ⋯ 0 𝑐1,𝑟+1 ⋯ 𝑐1,𝑛 𝑑1
0 1 0 ⋯ 0 𝑐2,𝑟+1 ⋯ 𝑐2,𝑛 𝑑2
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 1 𝑐𝑟,𝑟+1 ⋯ 𝑐𝑟,𝑛 𝑑𝑟
0 0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 𝑑𝑟+1
0 0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 0 0 ⋯ 0 0

11



情况1：𝒅𝒓+𝟏 ≠ 𝟎， 此时方程组显然无解， 𝑟(ഥ𝑨)= 𝑟(𝑨) + 1

情况2：𝒅𝒓+𝟏 = 𝟎， 我们分两种情况讨论
（1）：𝒓 = 𝒏 方程组有唯一解： 𝒙𝟏 = 𝒅𝟏, 𝒙𝟐 = 𝒅𝟐, ⋯ , 𝒙𝒏 = 𝒅𝒏
（2）：𝒓 < 𝒏 方程组有无穷多解，通解如下

𝒙𝟏 = 𝒅𝟏 − 𝒄𝟏,𝒓+𝟏𝒙𝒓+𝟏 −⋯− 𝒄𝟏𝒏𝒙𝒏,
𝒙𝟐 = 𝒅𝟐 − 𝒄𝟐,𝒓+𝟏𝒙𝒓+𝟏 −⋯𝒄𝟐𝒏𝒙𝒏,

⋯⋯
𝒙𝒓 = 𝒅𝒓 − 𝒄𝒓,𝒓+𝟏𝒙𝒓+𝟏 −⋯𝒄𝒓𝒏𝒙𝒏

此时方程组有
𝒏 − 𝒓个自由未知量，
𝒓个约束未知量 12

 

1, 1 1 1

2, 1 2 2

, 1

1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

1

1

0 0 0 0

1

r n

r n

r r rn

r

rA
d

A

c c d

c c

d
b

d

c c

+

+

+

+

 
 
 
 
 = →
 
 
 
 
 



2

1 0 3 4
0 1 1

0 0 ( 1)( 3) ( 1)

, ,  

A a

a a a

 
 ⎯⎯⎯⎯→ −
 − + − 

初等行变换若

试判定方程组解的情况 并在有解时 求其全部解

(1)   3,

1 3 , ( ) ( ) 3, ,

, :  

n

a a r A r A

=

  − = =

显然未知量个数

当 且 时 故此时方程组有唯一解

逆向求解 即将阶梯形矩阵进一步化为简化行阶梯形























+

−
+

−
−−

+

−
−

→



















+

−
−→

3

1
100

3

)1(
1010

3

)1(3
4001

3

1
100

110

4301

a

a
a

aa
a

a

a

a
aA

例4

解
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1

2

2

3

15
,

3
3

,
3

1

3

+
= +


− −

=
+
− =

 +

a
x

a
a

x
a

a
x

a

得唯一解为 



,,32)()(,1)2( 方程组有无穷多解时当 === ArAra

 
 

→
 
  

1 0 3 4

0 1 1 -1

0 0 0 0

A此时

2

4 3 4 3
4 3

    ( ) ,   1 1 1
1

0 1

c

c c

c

− −       
= −        

 = − − = − + −        = − −               

1

1

3

3 2

3

3

x
x x

x x
x x

x

任意 或

.,3)(,2)(,3)3( 方程组无解时当 ==−= ArAra 14

2

1 0 3 4
0 1 1

0 0 ( 1)( 3) ( 1)

, ,  

A a

a a a

 
 ⎯⎯⎯⎯→ −
 − + − 

初等行变换若

试判定方程组解的情况 并在有解时 求其全部解

例4



1 1 3 2 0 12
0 0 1 4 0 2

,  
0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 0

A

− − − 
 

⎯⎯⎯→ 
 
 

初等行
变换若 试求方程组的通解

1 1 0 14 0 18
0 0 1 4 0 2
0 0 0 0 1 5
0 0 0 0 0 0

A

− − − 
 

→  
 
 

1 2 4

3 4 2 4

5

18 14

2 4 ( , ) 

5

x x x

x x x x

x

= − + +


 = −
 =

为任意常数

例5

15

通解

解 1 2 4

3 4

5

       14       18

  + 4       2

5

x x x

x x

x

− − = −


 =
 =
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n元齐次线性方程组

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =


+ + + =


 + + + =

0Ax = ，

0, ( ) ( ),

, ,

    (1) 0 0 ( ) ( )

    (2) 0 0 ( ) ( )  

n Ax r A r A

Ax Ax r A r A n

Ax Ax r A r A n

= =

=  =  = =

=  =  = 

元齐次线性方程组 总有

即方程组必有解 因此

有唯一解 只有零解

有无穷多解 有非零解

11 12 1

21 22 2

1 2

0

0

0

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 =
 
 
 



n 0 :

(1) 0 ( ) ;

(2) 0 ( ) , n-r 

Ax

Ax r A n

Ax r A n

=

=  =

=  

对于 元齐次线性方程组 ，解的情况只有以下两种

只有零解

有非零解 且此时通解中有 个自由未知量

n :

     0 det( ) 0

     0 det( ) 0

A

Ax A

Ax A

=  

=  =

设 为 阶方阵，则有

只有零解

有非零解

, , 0A m n m n Ax  =设 为 矩阵 则 必有非零解

: ( ) 0r A m n Ax   =因 必有非零解证
17

定理2

推论1

推论2



1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0  

0

x x x

x x x

x x x






+ + =


+ + =
 + + =

求解方程组

2

1 1
det( ) 1 1 ( 2)( 1)

1 1
A


  


= = + −解

例6

2
(1) det( ) ( 1) ( 2) 0, 1 2 ,

0

A

x

   = − +    −

=

当 即 且 时

存在唯一解

18
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000

000

111

111

111

111

,1)2(

32321 任意其中

时当

xxxxx

A

−−=

















→

















==

2
det( ) ( 2)( 1) = + −A





=

=


















−

−

→

















−

−

−

=−=

)(

000

110

101

211

121

112

,2)3(

3

32

31
任意

时当

x
xx

xx

A

19

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0

0  

0

x x x

x x x

x x x






+ + =


+ + =
 + + =

求解方程组例6
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定理3

矩阵方程𝑨𝑿 = 𝑩有解的充分必要条件𝒓 𝑨 = 𝒓 𝑨,𝑩



21

定理4

设𝑨𝑩 = 𝑪,则𝒓 𝑪 ≤ 𝒎𝒊𝒏 𝒓 𝑨 , 𝒓 𝑩 .
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