
第二章 矩阵

第一节：线性方程组矩阵



矩阵的概念

引例1. （坐标变换）在平面直角坐标系中，坐标轴绕原点沿逆时

针方向旋转𝜃角，点𝑀的新坐标(𝑥′, 𝑦′)和旧坐标(𝑥, 𝑦)之间的关系为

新旧坐标间的关系可用矩形数表表示

ቊ
𝑥 = 𝑥′𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑦′𝑠𝑖𝑛𝜃

𝑦 = 𝑥′𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑦′𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑠𝑖𝑛𝜃
𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃

M

𝑥′

𝑥

𝑦

𝑦′

1

𝜃
对坐标变换关系的研究可以转化成对这张数表
的研究。



𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

引例2：考虑如下线性方程组

方程组未知量前的系数和右端常数项可以抽象成一个数表

对线性方程组的研究可以转化成对这张数表的研究。

𝑎11 𝑎12 ⋯
𝑎21 𝑎22 ⋯

⋮ ⋮

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮

𝑏1
𝑏2
⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚
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矩阵的概念



引例3. 数字图像可以表示成一个或几个数表

223 90 98
224 220 89
221 215 84
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矩阵的概念

对图像的处理可以转化
为对数表的处理。



矩阵的定义

定义：由𝑚 × 𝑛个数𝑎𝑖𝑗(𝑖 = 1,⋯ ,𝑚; 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛)排成的𝑚行、𝑛列

的矩形数表

称为一个𝑚 × 𝑛矩阵. 其中𝑎𝑖𝑗称为该矩阵的第𝑖行第𝑗列元素，简称

为该矩阵的(𝑖, 𝑗)元素.

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

矩阵的记号：𝑨或𝑨𝑚×𝑛 或 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
或 (𝑎𝑖𝑗)

方阵：𝑚 = 𝑛时，我们称𝑨𝑛×𝑛为𝒏阶方阵或𝒏阶矩阵，也记为𝑨𝑛

4元素是实（复）数的矩阵称为实（复）矩阵



5

对于方阵𝑨 =

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛
主对角线

副(次)对角线



同型矩阵与矩阵相等

定义（同型矩阵）：设矩阵𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
, 𝑩 = 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

，这里𝑨与𝑩的

行数相等，𝑨与𝑩的列数也相等，把这样的矩阵𝑨与𝑩称为同型矩阵。

注：两个元素全为零的矩阵一定相等么？

不同型的矩阵是不相等的

0 0
0 0

≠
0 0 0
0 0 0
0 0 0
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定义（矩阵相等）：如果两个同型矩阵𝑨与𝑩的对应元素都相等，即
𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑖𝑗(𝑖 = 1,⋯ ,𝑚; 𝑗 = 1,⋯ , 𝑛)，则称𝑨与𝑩相等，记为𝑨 = 𝑩.



几种特殊的矩阵

1. 1阶方阵[𝑎]通常写成𝑎，即把𝟏阶方阵和一个数不予区分. 

2. 零矩阵 所有元素都为零的矩阵，记为𝑶𝑚×𝑛或𝑶

𝑶 =

0 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0

3. 单位矩阵 主对角线元素都是1，其他元素都是0的n阶方阵

记为𝑰𝑛或𝑰或𝑬𝒏或𝑬

𝑰 =

1 0 ⋯ 0
0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 1

7



4. 行矩阵(n维行向量)与列矩阵(m维列向量)

5. 上（下）三角矩阵

主对角线下（上）边的元素全为零的方阵，称为上（下）三角矩阵
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
0 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

𝜶 = [𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛] 𝜷 =

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚
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几种特殊的矩阵

𝑎11 0 ⋯ 0
𝑎21 𝑎22 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎n1 𝑎n2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

上三角矩阵 下三角矩阵



6. 对角矩阵 主对角线以外的元素全为零的方阵，称为n阶对角矩阵

对角矩阵可以简记为𝑫 = diag(𝑑1, 𝑑2, ⋯ , 𝑑𝑛)

𝑫 =

𝑑1 0 ⋯ 0
0 𝑑2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑑𝑛
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几种特殊的矩阵



𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

𝐴 =

𝑎11 𝑎12 ⋯
𝑎21 𝑎22 ⋯

⋮ ⋮

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

对于非齐次线性方程组，有如下几个矩阵：

系数矩阵𝐴： 增广矩阵[𝐴|𝒃]：
𝑎11 𝑎12 ⋯
𝑎21 𝑎22 ⋯

⋮ ⋮

𝑎1𝑛
𝑎2𝑛
⋮

𝑏1
𝑏2
⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 𝑏𝑚

未知数矩阵𝒙：

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

常数项矩阵𝑏：

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚



第二节：矩阵的运算

1.矩阵的代数运算

2.矩阵的转置

3.方阵的行列式



矩阵的代数运算

代数运算：加法，数与矩阵的乘法，矩阵之间的乘法

定义（矩阵的加法）：设𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
和𝑩 = 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

是两个同型的

矩阵，规定𝑨与𝑩的和是由𝑨与𝑩的对应元素相加所得到的𝑚 × 𝑛矩阵，
记为𝑨 + 𝑩，即

𝑨 + 𝑩 = 𝑎𝑖𝑗 + 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

负矩阵：对于矩阵𝑩 = 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛
称矩阵 −𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

为𝑩的负矩阵，

记为−𝑩
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例如 1 2 5 3 1 1

0 1 2 2 0 3

−   
+   

−   

4 3 4

2 1 5

 
=  

− 



矩阵的减法：
𝑨 − 𝑩 = 𝑨 + (−𝑩) = 𝑎𝑖𝑗 − 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

矩阵加法的运算规律：

（1）𝑨 + 𝑩 = 𝑩 + 𝑨 交换律

（2） 𝑨 + 𝑩 + 𝑪 = 𝑨 + (𝑩 + 𝑪) 结合律

（3）𝑨 + 𝑶 = 𝑨 零矩阵的作用

（4）𝑨 + −𝑨 = 𝑶 负矩阵的作用

矩阵的加法和数的加法运算规律类似，需注意的是同型的矩阵
才能够进行加法运算

11

矩阵的代数运算



数与矩阵的乘法（数乘运算）定义：设矩阵𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
，𝑘为数，

规定𝑘与𝑨的乘积是用𝑘去乘𝑨的每个元素所得到的𝑚 × 𝑛矩阵，记

为𝑘𝑨（或𝑨𝑘），即 𝑘𝑨 = 𝑘𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛

数乘的运算规律：
假设𝑨,𝑩都为𝑚 × 𝑛矩阵，𝑘, 𝑙为任意常数，则有：

（1）1𝑨 = 𝑨,  −1 𝑨 = −𝑨,  0𝑨 = 𝑶

（2）𝑘 𝑙𝑨 = 𝑘𝑙 𝑨 结合律

（3） 𝑘 + 𝑙 𝑨 = 𝑘𝑨 + 𝑙𝑨 数的分配律

（4）𝑘 𝑨 + 𝑩 = 𝑘𝑨 + 𝑘𝑩 矩阵的分配律

矩阵的加法与数乘运算合起来，统称为矩阵的线性运算。 12

例如：

1 2 2 4
( 2)

0 1 0 2

− −   
− =   

−   
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例1

解



定义（矩阵的乘法）：设矩阵𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑠
，𝑩 = 𝑏𝑖𝑗 𝑠×𝑛

，

规定𝑨与𝑩的乘积为矩阵𝑪 = 𝑐𝑖𝑗 𝑚×𝑛
，记为𝑨𝑩 = 𝑪，其中

这里𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚; 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛, 即𝑨𝑩的(𝑖, 𝑗)元素为𝑨的第𝑖行各
元素分别与𝑩的第𝑗列对应元素的乘积之和.

𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 +⋯+ 𝑎𝑖𝑠𝑏𝑠𝑗 = 

𝑘=1

𝑠

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘𝑗

注意：1. 左边矩阵列数等于右边矩阵行数，两个矩阵才能相乘

2. 乘积矩阵的行数、列数分别等于左边矩阵的行数，右边矩阵的列数

𝑨𝑩 𝒎×𝒏 = 𝑨𝒎×𝒔𝑩𝒔×𝒏

14

左行乘右列
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例2：设矩阵

求𝑨𝑩

𝑨 =

1 2
3 4
−1 0
7 −1

𝑩 =
1 2 0
−1 3 4

2 × 3矩阵
4 × 2矩阵

𝑨𝑩 =

𝟏 × 𝟏 + 𝟐 × (−𝟏) 1 × 2 + 2 × 3 1 × 0 + 2 × 4
𝟑 × 𝟏 + 𝟒 × (−𝟏) 3 × 2 + 4 × 3 3 × 0 + 4 × 4
−1 × 1 + 0 × (−1) −𝟏 × 𝟐 + 𝟎 × 𝟑 −1 × 0 + 0 × 4

7 × 1 + −1 × (−1) 7 × 2 + −1 × 3 7 × 0 + −1 × 4

=

−𝟏 8 8
−𝟏 18 16
−1 −2 0
8 11 −4 4 × 3矩阵 注意：𝑩𝑨无意义

𝑨 =

𝟏 𝟐
3 4
−1 0
7 −1

𝑩 =
𝟏 2 0
−𝟏 3 4

𝑨𝑩 =

𝟏 × 𝟏 + 𝟐 × (−𝟏) 1 × 2 + 2 × 3 1 × 0 + 2 × 4
𝟑 × 𝟏 + 𝟒 × (−𝟏) 3 × 2 + 4 × 3 3 × 0 + 4 × 4
−1 × 1 + 0 × (−1) −𝟏 × 𝟐 + 𝟎 × 𝟑 −1 × 0 + 0 × 4

7 × 1 + −1 × (−1) 7 × 2 + −1 × 3 7 × 0 + −1 × 4

𝑨𝑩 =

𝟏 × 𝟏 + 𝟐 × (−𝟏) 1 × 2 + 2 × 3 1 × 0 + 2 × 4
𝟑 × 𝟏 + 𝟒 × (−𝟏) 3 × 2 + 4 × 3 3 × 0 + 4 × 4
−1 × 1 + 0 × (−1) −1 × 2 + 0 × 3 −1 × 0 + 0 × 4

7 × 1 + −1 × (−1) 7 × 2 + −1 × 3 7 × 0 + −1 × 4

𝑨 =

1 2
𝟑 𝟒
−1 0
7 −1

𝑩 =
𝟏 2 0
−𝟏 3 4

解



例3：设矩阵

求𝑨𝑩

1 2 3
 

1 0 2
A

 
=  

− 

1 3

2 4  

1 0

B

 
 

=
 
 − 

16

解



例4：设矩阵

求𝑨𝑩与𝑩𝑨

𝑨 =

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

𝑩 = 𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛

𝑨𝑩 =

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛 =

𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 ⋯ 𝑎1𝑏𝑛
𝑎2𝑏1 𝑎2𝑏2 ⋯ 𝑎2𝑏𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛𝑏1 𝑎𝑛𝑏2 ⋯ 𝑎𝑛𝑏𝑛

𝑩𝑨 = 𝑏1 𝑏2 ⋯ 𝑏𝑛

𝑎1
𝑎2
⋮
𝑎𝑛

=𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛

𝑨𝑩 ≠ 𝑩𝑨 矩阵乘法一般不能交换顺序，因此，我们称
𝑨𝑩为“用𝑨左乘𝑩”或“用𝑩右乘𝑨” 17

解

𝑛 × 1

1 × 𝑛
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2 4
 

-3 -6
B

 
=  
 

解

例5：设矩阵

求𝑨𝑩和𝑩𝑨

-2 4
 

1 -2
A

 
=  
 



矩阵乘法的运算规律(假定其中的所有运算都有意义)：

（1）𝑰𝐦𝑨𝒎×𝒏 = 𝑨𝒎×𝒏𝑰𝒏 = 𝑨𝒎×𝒏 单位矩阵的作用

（2）𝑶𝐦𝑨𝒎×𝒏 = 𝑨𝒎×𝒏𝑶𝒏 = 𝑶𝒎×𝒏 零矩阵的作用

（3） 𝑨𝑩 𝑪 = 𝑨(𝑩𝑪) 乘法结合律

（4） 𝑘𝑨 𝑩 = 𝑨 𝑘𝑩 = 𝑘(𝑨𝑩) 关于数乘的结合律

（5）𝑨 𝑩 + 𝑪 = 𝑨𝑩+ 𝑨𝑪 左分配律

（6） 𝑨 + 𝑩 𝑪 = 𝑨𝑪 + 𝑩𝑪 右分配律

19



例：（线性变换与矩阵）设有由变量𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛到变量𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚
的变换

其中𝑎𝑖𝑗(𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚; 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛)为常数. 

上式称为从变量𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛到变量𝑦1, 𝑦2, ⋯ , 𝑦𝑚的线性变换

𝑦1 = 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛
𝑦2 = 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯ ,+𝑎2𝑛𝑥𝑛

⋯⋯
𝑦𝑚 = 𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑚

=

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

𝒚 = 𝑨𝒙

20

线性变换的矩阵表示

线性变换与矩阵𝑨一一对应， 𝑨称为线性变换的矩阵.



例：（线性方程组与矩阵）有了关于矩阵的研究，我们可以讨论

一般的线性方程组：
𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+𝑎1𝑛 𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋯⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

=

𝑏1
𝑏2
⋮
𝑏𝑚

𝑨𝒙 = 𝒃

21

由矩阵乘法，我们有

𝑨称为线性方程组的系数矩阵

线性方程组的矩阵表示



方阵的幂

设𝑨为𝑛阶方阵，由于矩阵乘法满足结合律，所以𝑚个矩阵𝑨的

乘积不加括号是有意义的，我们定义𝑨的幂为

𝑨0 = 𝑰, 𝑨𝑚 = 𝑨𝑨⋯𝑨

性质：对于任意非负整数𝑘、𝑙，我们有

𝑨𝑘𝑨𝑙 = 𝑨𝑘+𝑙 , (𝑨𝑘)𝑙 = 𝑨𝑘𝑙

注：对于同阶方阵𝑨,𝑩来说，下列等式不一定成立

仅在𝑨𝑩 = 𝑩𝑨时上述等式成立

𝑨𝑩 𝑚 = 𝑨𝑚𝑩𝑚, (𝑨 + 𝑩)2= 𝑨2 + 2𝑨𝑩 + 𝑩2

𝑨 + 𝑩 𝑨 − 𝑩 = 𝑨2 −𝑩2

22



1

0 1
A

 
=  
 

设 ，计算 2 3
, , .

n
A A A例6：

解：

23



第一节：矩阵及其运算

1.矩阵的概念

2.矩阵的代数运算

3.矩阵的转置

4.方阵的行列式



矩阵的转置

定义：把𝑚 × 𝑛矩阵𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
的行依次换成列（列依次换成行）

所得到的𝑛 ×𝑚矩阵，称为𝑨的转置矩阵，记为𝑨𝑇，即

𝑨𝑇 =

𝑎11 𝑎21 ⋯ 𝑎𝑚1

𝑎12 𝑎22 ⋯ 𝑎𝑚2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎1𝑛 𝑎2𝑛 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

例：

𝑨 =

1 2
3 4
−1 0
7 −1

𝑨𝑇 =
1 3 −1 7
2 4 0 −1

24



矩阵转置的运算规律：

(1) (𝑨𝑇)𝑇 = 𝑨 (2) 𝑨 + 𝑩 𝑇 = 𝑨𝑇 + 𝑩𝑇

(3) 𝑘𝑨 𝑇 = 𝑘𝑨𝑇 (4) 𝑨𝑩 𝑇 = 𝑩𝑇𝑨𝑇

(5) 𝑨1𝑨2⋯𝑨𝑚
𝑇 = 𝑨𝑚

𝑇 𝑨𝑚−1
𝑇 ⋯𝑨2

𝑇𝑨1
𝑇

性质（4）的证明：设𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑠
,    𝑩 = 𝑏𝑖𝑗 𝑠×𝑛

1. 𝑨𝑩 𝑇与𝑩𝑇𝑨𝑇都是𝑛 ×𝑚矩阵，下面我们仅需验证对应元素相等

2. 𝑨𝑩 𝑗𝑖 = σ𝑘=1
𝑠 𝑎𝑗𝑘𝑏𝑘𝑖，我们可知 𝑨𝑩 𝑇

𝑖𝑗 = σ𝑘=1
𝑠 𝑎𝑗𝑘𝑏𝑘𝑖

(𝑩𝑇𝑨𝑇)𝑖𝑗= σ𝑘=1
𝑠 𝑩𝑇

𝑖𝑘 𝑨𝑇 𝑘𝑗 = σ𝑘=1
𝑠 𝑏𝑘𝑖𝑎𝑗𝑘 = σ𝑘=1

𝑠 𝑎𝑗𝑘𝑏𝑘𝑖

25



例7：设矩阵𝑨 = [1/2 0 1/2], 𝑩 = 𝑰 − 𝑨𝑇𝑨, 𝑪 = 𝑰 + 2𝑨𝑇𝑨, 

其中𝑰为3阶单位阵，求𝑩𝑪

解：

26



对称矩阵：若方阵𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑛
满足𝑨𝑇 = 𝑨，则称𝑨为对称矩阵

反对称矩阵：若方阵𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑛
满足𝑨𝑇 = −𝑨，则称𝑨为反对称矩阵

（由于𝑎𝑖𝑖 = −𝑎𝑖𝑖，反对称矩阵的主对角线元素为零）

例：证明任何一个方阵可以表示成一个对称矩阵与一个反对称矩阵之和

𝑨 =
1

2
𝑨 + 𝑨𝑇 +

1

2
(𝑨 − 𝑨𝑇)

27对称矩阵 反对称矩阵

证明思路：

1 6 1

6 0 2

1 2 2

A

 
 

=  
 − 

例如：

0 6 1

6 0 2

1 2 0

B

− 
 

= − 
 − 

是对称矩阵， 是反对称矩阵



证明

例8：设列矩阵 ，满足𝐗 = 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛
𝑇

1,T =X X

E n为 阶单位矩阵，且 ，证明 是对H2
T

H E XX= −

T
HH E=称矩阵，且 .

28



第一节：矩阵及其运算

1.矩阵的概念

2.矩阵的代数运算

3.矩阵的转置

4.方阵的行列式



定义（方阵的行列式）：对于𝑛阶方阵𝐴 = 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑛
，称𝑛阶行列式

为方阵𝑨的行列式，简记为det(𝑨)或 𝑨

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

注意区别：方阵是一个数表，行列式是一个数

29



方阵的行列式的运算规律：

（1）det 𝑨𝑇 = det 𝑨

（2）det 𝑘𝑨 = 𝑘𝑛det(𝑨)

（3）det 𝑨𝑩 = det 𝑨 det(𝑩)

30

例9：

思考： det 𝑨 + 𝑩 = det 𝑨 + det(𝑩)是否总是成立？

行列式的乘法公式，
证明见教材47页

推广：det 𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒎 =

det 𝑨𝟏 det(𝑨𝟐)⋯det 𝑨𝒎



第二章 矩阵

第三节：逆矩阵



课前思考

上一节中我们学习了矩阵的加法、减法、数乘、乘积运算，

那么我们能不能对矩阵定义“除法运算”呢？

在数的运算中，当数𝒂 ≠ 𝟎时，有𝒃 ÷ 𝒂 = 𝒃𝒂−𝟏。

其中𝒂−𝟏满足𝒂𝒂−𝟏 = 𝒂−𝟏𝒂 = 𝟏，𝒂−𝟏称为𝒂的逆元。

矩阵也有逆元吗？

0



第二节：逆矩阵

1.逆矩阵的概念

2.矩阵可逆的充要条件

3.逆矩阵的基本性质

4.逆矩阵的初步应用



逆矩阵：

定义：设𝑨为𝑛阶方阵，如果存在𝑛阶方阵𝑩，使得

𝑨𝑩 = 𝑩𝑨 = 𝑰

则称方阵𝑨是可逆的（或称为非奇异的），并称方阵𝑩为方阵𝑨的

逆矩阵或逆阵，记为𝑨−𝟏，即𝑨−𝟏 = 𝑩.

不存在逆阵的方阵也称为奇异矩阵。

1

例：

AB BA I= =



例：𝑨 =
1 0
2 0

的逆矩阵存在么？

2

方阵的逆矩阵不一定存在：

有 𝑩𝑨 =
𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

1 0
2 0

=
𝑏11 + 2𝑏12 0
𝑏21 + 2𝑏22 0

≠ 𝑰

所以𝑨是不可逆的.



逆矩阵的唯一性：

设𝑩, 𝑪都是方阵𝑨的逆矩阵，则有

𝑨𝑩 = 𝑩𝑨 = 𝑰 = 𝑨𝑪 = 𝑪𝑨

于是有

𝑩 = 𝑩𝑰 = 𝑩 𝑨𝑪 = 𝑩𝑨 𝑪 = 𝑰𝑪 = 𝑪

所以𝑨的逆矩阵是唯一的。
3

（1）方阵可逆的条件是什么？
（2）逆矩阵是否唯一？
（3）可逆时，如何求逆矩阵？



第二节：逆矩阵

1.逆矩阵的概念

2.矩阵可逆的充要条件

3.逆矩阵的基本性质

4.逆矩阵的初步应用



定义：（伴随矩阵）设𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑛×𝑛
为𝑛(𝑛 ≥ 2)阶方阵，det(𝑨)的

元素𝑎𝑖𝑗的代数余子式为𝐴𝑖𝑗(𝑖, 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛)，则称以𝐴𝑗𝑖为(𝑖, 𝑗)元素

的𝑛阶方阵为𝑨的伴随矩阵，记为𝑨∗，即

𝑨∗ =

𝐴11 𝐴21 ⋯ 𝐴𝑛1
𝐴12 𝐴22 ⋯ 𝐴𝑛2
⋮ ⋮ ⋮

𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 ⋯ 𝐴𝑛𝑛

4

例：



定理1：设𝑨为𝑛(𝑛 ≥ 2)阶方阵，则成立𝑨𝑨∗ = 𝑨∗𝑨 = det 𝑨 𝑰

5

𝑎𝑖1𝐴𝑗1 + 𝑎𝑖2𝐴𝑗2 +⋯+ 𝑎𝑖𝑛𝐴𝑗𝑛 = ቊ
det 𝑨 ,当𝑗 = 𝑖

0, 当𝑗 ≠ 𝑖
这条性质意味着：

𝑨𝑨∗ =

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

𝐴11 𝐴21 ⋯ 𝐴𝑛1
𝐴12 𝐴22 ⋯ 𝐴𝑛2
⋮ ⋮ ⋮

𝐴1𝑛 𝐴2𝑛 ⋯ 𝐴𝑛𝑛

回想行列式的性质：证：

=

det 𝑨 0 ⋯ 0
0 det 𝑨 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋮
0 0 ⋯ det 𝑨

= det 𝑨 𝑰

同理可证：𝑨∗𝑨 = det 𝑨 𝑰



(充分性)由定理1，若det 𝑨 ≠ 𝟎，则有𝑨
1

det(𝑨)
𝑨∗ =

1

det(𝑨)
𝑨∗ 𝑨 = 𝑰，

可知𝑨的逆矩阵存在，并且𝑨−1 =
1

det(𝑨)
𝑨∗.

det 𝑨 ≠ 0

定理2：（方阵可逆的充要条件）𝑛(𝑛 ≥ 2)阶方阵𝑨可逆的充要条件是
det 𝑨 ≠ 0，且当𝑨可逆时，有

𝑨−1 =
1

det(𝑨)
𝑨∗

6

定理1：设𝑨为𝑛(𝑛 ≥ 2)阶方阵，则成立𝑨𝑨∗ = 𝑨∗𝑨 = det 𝑨 𝑰

证：

𝑨
1

det(𝑨)
𝑨∗ =

1

det(𝑨)
𝑨∗ 𝑨 = 𝑰

(必要性)若𝑨可逆，则存在方阵𝑩，使𝑨𝑩 = 𝑰，则有det 𝑨 det 𝑩 = 𝟏，
故det 𝑨 ≠ 𝟎;

如果



推论1：如果𝑛(𝑛 ≥ 2)阶方阵𝑨的行列式 det 𝑨 ≠ 0，则

det 𝑨∗ = det 𝑨 𝑛−1

证：在公式𝑨𝑨∗ = det 𝑨 𝑰两端取行列式，得det 𝑨 det 𝑨∗ = det 𝑨 𝑛，

因为det 𝑨 ≠ 0，可得det 𝑨∗ = det 𝑨 𝑛−1

推论2：如果同阶方阵𝑨和𝑩满足𝑨𝑩 = 𝑰，则𝑨,𝑩均可逆，且

𝑨−1 = 𝑩,𝑩−𝟏 = 𝑨,𝑩𝑨 = 𝑨𝑩

证：𝑨𝑩 = 𝑰 ⇒ det 𝑨 det 𝑩 = 1,故det 𝑨 ≠ 0, det 𝑩 ≠ 0, 𝑨,𝑩均可逆.

用𝑨−𝟏左乘𝑨𝑩 = 𝑰的两端，得𝑩 = 𝑨−𝟏. 其余结论可类似证明。

7

推论2说明：要验证方阵𝑩是方阵𝑨的逆矩阵，只需验证𝑨𝑩 = 𝑰或
𝑩𝑨 = 𝑰中的一个就可以了。



例：下列矩阵是否可逆？如果可逆，求其逆矩阵

(1) 𝐀 =
3 4 −1
1 0 3
2 5 −4

(2) 𝐁 =
1 6 4
2 4 −1
−1 2 5

解

8



例：

1 1

2 2

1

, , 0
n

i

i

n n

a a

a a
A B a

a a

=

   
   

    = =       
   
   



求下列矩阵的逆，其中

解：1）

8



解 2）

9

例：

1 1

2 2

1

, , 0
n

i

i

n n

a a

a a
A B a

a a

=

   
   

    = =       
   
   



求下列矩阵的逆，其中



例：设𝑛阶方阵𝑨满足𝑨2 + 𝑨 − 4𝑰 = 𝑶，证明𝑨 − 𝑰可逆，并求
𝑨 − 𝑰 −1.

解：因为

𝑶 = 𝑨2 + 𝑨 − 4𝑰 = 𝑨𝟐 − 𝑨 + 𝟐𝑨 − 𝟐𝑰 − 𝟐𝑰

故有

𝑨 𝑨 − 𝑰 + 2 𝑨 − 𝑰 = 2𝑰

10

化简得

𝑨 + 2𝑰 𝑨 − 𝑰 = 2𝑰

1/2 𝑨 + 2𝑰 𝑨 − 𝑰 = 𝑰

这说明𝑨 − 𝑰可逆，且 𝑨 − 𝑰 −1 = 1/2(𝑨 + 2𝑰)

𝑨 − 𝑰 𝑩 = 𝑰



第二节：逆矩阵

1.逆矩阵的概念

2.矩阵可逆的充要条件

3.逆矩阵的基本性质

4.逆矩阵的初步应用



(1) 𝑨−1可逆，且 𝑨−1 −1 = 𝑨

(2) 𝑨𝑇可逆，且 𝑨𝑇 −1 = 𝑨−1 𝑇

(3) 𝑘𝑨可逆，且 𝑘𝑨 −1 =
1

𝑘
𝑨−1

(4) 𝑨𝑩可逆，且 𝑨𝑩 −1 = 𝑩−1𝑨−1

(5) det 𝑨−1 =
1

det(𝑨)

性质(4)推广：若𝑨𝟏, 𝑨𝟐, ⋯ , 𝑨𝒎均为𝑛阶可逆方阵，则

𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒎可逆，且 𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒎
−1 = 𝑨𝒎

−𝟏𝑨𝒎−𝟏
−𝟏 ⋯𝑨𝟏

−𝟏。

特别的，我们有 𝑨𝑚 −1 = 𝑨−1 𝑚. 11

逆矩阵的基本性质：

设𝑨,𝑩为同阶可逆方阵，常数𝑘 ≠ 0，则有：

𝑨𝑨−1 = 𝑰

𝑨𝑇(𝑨−1)𝑇 = (𝑨−1𝑨)𝑇 = 𝑰

(𝑘𝑨) (
1

𝑘
𝑨−1) = 𝑨𝑨−1 = 𝑰

𝑨𝑩 𝑩−1𝑨−1 = 𝑨 𝑩𝑩−1 𝑨−1 = 𝑰

det(𝑨)det 𝑨−1 = det 𝑰 = 1

逆

转置

数乘

乘法

行列式



例：设𝑨为3阶方阵，det 𝑨 = 1/2，𝑨∗为𝑨的伴随矩阵，求行列式

det[ 3𝑨 −1 − 2𝑨∗]的值

解：由于 𝟑𝑨 −1 =
1

3
𝑨−1，2𝑨∗ = 2det 𝑨 𝑨−1 = 𝑨−1，

所以

𝐷 = det
1

3
𝑨−1 − 𝑨−1 = det −

2

3
𝑨−1 =

−2

3

3

det 𝑨−1

=
−8

27

1

det(𝑨)
=
−16

27

12



13

例：设方阵A、B均可逆，k≠0，试证明

1 1 * 1
, ( ) | |A A A E

− − −=
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利用逆矩阵求解线性方程组、矩阵方程

例：利用逆矩阵来求解线性方程组

ቐ

𝑥1 + 2𝑥2 + 𝑥3 = 1
2𝑥1 + 5𝑥2 + 4𝑥3 = 0

𝑥1 + 𝑥2 = 1

解：利用逆矩阵来求解线性方程组𝑨𝒙 = 𝒃，其中

𝑨 =
1 2 1
2 5 4
1 1 0

，𝒙 =

𝑥1
𝑥2
𝑥3

， 𝒃 =
1
0
1

14

𝒙 = 𝑨−𝟏𝒃 =
−4 1 3
4 −1 −2
−3 1 1

1
0
1

=
−1
2
−2

这里det 𝑨 = 1 ≠ 0，故𝑨可逆，于是，我们有



当𝑨,𝑩分别为𝑚阶，𝑛阶可逆矩阵时，矩阵方程（其中𝑿为未知矩阵）
𝑨𝑿 = 𝑪,𝑿𝑩 = 𝑫,𝑨𝑿𝑩 = 𝑭

的解分别为
𝑿 = 𝑨−𝟏𝑪, 𝑿 = 𝑫𝑩−𝟏, 𝑿 = 𝑨−𝟏𝑭𝑩−𝟏

例：设矩阵𝑿满足矩阵方程𝑨𝑿 = 2𝑿 + 𝑩，其中

求矩阵𝑿

𝑨 =
4 0 0
0 1 −1
0 1 4

𝑩 =
3 6
1 1
2 −3

解：由𝑨𝑿 = 2𝑿 + 𝑩，得𝑨𝑿 − 2𝑿 = 𝑩，即 𝑨 − 2𝑰 𝑿 = 𝑩.

经计算知det 𝑨 − 2𝑰 ≠ 0，从而𝑿 = 𝑨 − 2𝑰 −1𝑩. 15



当𝑨,𝑩分别为𝑚阶，𝑛阶可逆矩阵时，矩阵方程（其中𝑿为未知矩阵）
𝑨𝑿 = 𝑪,𝑿𝑩 = 𝑫,𝑨𝑿𝑩 = 𝑭

的解分别为
𝑿 = 𝑨−𝟏𝑪, 𝑿 = 𝑫𝑩−𝟏, 𝑿 = 𝑨−𝟏𝑭𝑩−𝟏

例：设矩阵𝑿满足矩阵方程𝑨𝑿 = 2𝑿 + 𝑩，其中

求矩阵𝑿

𝑨 =
4 0 0
0 1 −1
0 1 4

𝑩 =
3 6
1 1
2 −3

解：由𝑨𝑿 = 2𝑿 + 𝑩，得𝑨𝑿 − 2𝑿 = 𝑩，即 𝑨 − 2𝑰 𝑿 = 𝑩.

经计算知det 𝑨 − 2𝑰 ≠ 0，从而𝑿 = 𝑨 − 2𝑰 −1𝑩. 16



17

例：设𝑃 =
1 2
1 4

, 𝛬 =
1 0
0 2

, 𝐴𝑃 = 𝑃𝛬,求𝐴𝑛



18

我们常用上例中计算𝐴𝑛的方法来计算𝜙(𝐴)，即

（1）如果𝐴 = 𝑃𝛬𝑃−1,则𝐴𝑘 = 𝑃𝛬𝑘𝑃−1,从而

𝜙 𝐴 = 𝑎0𝑃𝐸𝑃
−1 + 𝑎1𝑃𝛬𝑃

−1 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑃𝛬
𝑚𝑃−1

（2）如果𝛬 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑛),则𝛬𝑘 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1
𝑘 , ⋯ , 𝜆𝑛

𝑘),从而

𝜙 𝛬 =

矩阵𝑨的多项式
设𝜙 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑥

𝑚为𝑥的𝑚次多项式， 𝐴为𝑛阶矩阵，记
𝜙 𝐴 = 𝑎0𝐸 + 𝑎1𝐴 + ⋯+ 𝑎𝑚𝐴

𝑚

称𝜙 𝐴 为矩阵𝐴的𝑚次多项式。



19

例：设𝑃 =
1 2
1 4

, 𝛬 =
1 0
0 2

, 𝐴𝑃 = 𝑃𝛬,求𝜙 𝐴 = 𝐴3 + 2𝐴2 − 3𝐴



20

小结

➢判别矩阵𝑨是否可逆
定义： 𝑨𝑩 = 𝑰
定理2： det 𝑨 ≠ 0

➢ 求逆矩阵

➢ 逆矩阵的性质（逆、转置、数乘、乘法、行列式）
➢ 利用逆矩阵求线性方程组、矩阵方程

𝑨−1 =
1

det(𝑨)
𝑨∗

𝒙 = 𝑨−𝟏𝒃 𝑿 = 𝑨−𝟏𝑭𝑩−𝟏



第二章 矩阵及其运算

2.4  Cramer法则



11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =

设有n个未知量m个方程的线性方程组:

若常数项 不全为零，则称此方程组为非齐次线性方程组；1 2
, , ,

m
b b b

若常数项 全为零：1 2
, , ,

m
b b b

非齐次与齐次线性方程组的概念

2.4   Cramer法则

1

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =


+ + + =


 + + + =

则称此方程组为齐次线性方程组；



对于n元齐次线性方程组

若有一组不全为零的数是齐次线性方程组的解，则称其为齐次线性
方程组的非零解.

齐次线性方程组一定有零解，但不一定有非零解；

2

一定是它的解，称它为n元齐次线性方程组的零解.1 2
= = = =0

n
x x x

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =


+ + + =


 + + + =



对于有n个未知量n个
方程的线性方程组：

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =


+ + + =


 + + + =

如果它的系数行列式不等于零，即 𝐷 =

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

0

Cramer（克拉默）法则

定理

那么方程组有唯一解
31 2

1 2 3
, , , , .n

n

D DD D
x x x x

D D D D
= = = =

其中Dj是把系数行列式D中第j列的元素依次用方程组右端的常数项
替代后得到的n阶行列式.

3



利用逆矩阵证明Cramer法则

5

1 1
Ax b A Ax A b

− −=  =



6

等于 𝑫𝒋?



推论1 对于n个未知量n个方程的齐次线性方程组

0D如果它的系数行列式 ，则齐次线性方程组只有零解.

如果齐次线性方程组有非零解,则它的系数行列式必为零.推论2

4

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

0

0

0

n n

n n

n n nn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

+ + + =


+ + + =


 + + + =



例1 用Cramer法则解方程组

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

2

2 2

( 1) 2

2

n n

n n

n n

n n

x x x x

x x x x

x n x x x

nx x x x

−

−

−

−

+ + + + =


+ + + + =



 + − + + + =


+ + + + =

解 系数行列式
1 1 1 1

1 1 2 1

1 1 1 1

1 1 1

D

n

n

=

−

5

1 1 1 1

0 0 1 0

0 2 0 0

1 0 0 0

n

n

−

−

将第一行
乘-1加到
其他每行 ( 1)

2=( 1) ( 1)!
n n

n
−

− − 0

方程组有唯一解



1 1 1 1

1 1 2 1

1 1 1 1

1 1 1

D

n

n

=

−( )i n

0= ，

i

i

D
x

D
=

2D= ，

n

n

D
x

D
=

( =1,2, , 1)i n −

2=

0=

2

2

2

2

1

1

1

1

1 1 1 1

1 1 2 1

1 1 1 1

1 1 1

D

n

n

=

−

2

2

2

2

n
D

i
D

6

例1 用Cramer法则解方程组

1 2 1

1 2 1

1 2 1

1 2 1

2

2 2

( 1) 2

2

n n

n n

n n

n n

x x x x

x x x x

x n x x x

nx x x x

−

−

−

−

+ + + + =


+ + + + =



 + − + + + =


+ + + + =

方程组的唯一解为：

1 1 1 1

1 1 2 1

1 1 1 1

1 1 1

D

n

n

=

−



例2 问λ取何值时，齐次方程组

1 2 3

1 2 3

1 2 3

+ 0

0

0

x x x

x x x

x x x







+ =


+ + =
 + + =

有非零解？

7

解



第二章 矩阵及其运算

第五节：分块矩阵



第五节：分块矩阵

本节介绍在处理行数、列数较高的矩阵时的常用

技巧——矩阵分块法。通过矩阵的分块，可将大

矩阵的运算转化成小矩阵的运算，从而简化运算。

0



0

第三节：分块矩阵

1.分块矩阵的概念

2.分块矩阵的运算



𝑨 =

1 0 0 2 5
0 1 0 3 −2
0 0 1 −1 6
0 0 0 4 0
0 0 0 0 5

3

在研究行数、列数较高的矩阵时，常常需要对矩阵采用分块的方

法，即用一些横线和纵线将它分划成若干个矩形的子块（都是子

矩阵），以这些子块为元素的矩阵称为分块矩阵



𝑨 =

1 0 0 2 5
0 1 0 3 −2
0 0 1 −1 6
0 0 0 4 0
0 0 0 0 5

𝑨12

𝑨22𝑶2×3

3

在研究行数、列数较高的矩阵时，常常需要对矩阵采用分块的方

法，即用一些横线和纵线将它分划成若干个矩形的子块（都是子

矩阵），以这些子块为元素的矩阵称为分块矩阵.

𝑨 =
𝑰𝟑 𝑨𝟏𝟐

𝑶𝟐×𝟑 𝑨𝟐𝟐

𝑨 =

1 0 0 2 5
0 1 0 3 −2
0 0 1 −1 6
0 0 0 4 0
0 0 0 0 5

𝑨 = 𝜶𝟏 𝜶𝟐 𝜶𝟑 𝜶𝟒 𝜶𝟓

𝑰3

按列分块



4

𝑨 =

1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 3 −2 0
0 0 7 0 0
0 0 0 0 8

=
𝑨1 𝑂 𝑂
𝑂 𝑨2 𝑂
𝑂 𝑂 𝑨3

主对角线上各子块都为方阵，其他部分子块为零，称这样的
方阵为分块对角矩阵或准对角方阵

分块对角矩阵(准对角方阵)



0

第三节：分块矩阵

1.分块矩阵的概念

2.分块矩阵的运算



对同型矩阵𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑛
, 𝑩 = 𝑏𝑖𝑗 𝑚×𝑛

作同样的划分，得分块矩阵

𝑨 =

𝑨11 ⋯ 𝑨1𝑡
⋮ ⋮

𝑨𝑠1 ⋯ 𝑨𝑠𝑡

𝑩 =

𝑩11 ⋯ 𝑩1𝑡

⋮ ⋮
𝑩𝑠1 ⋯ 𝑩𝑠𝑡

按照矩阵的加法及数与矩阵的乘法的定义，有

𝑨 + 𝑩 =

𝑨11 +𝑩𝟏𝟏 ⋯ 𝑨1𝑡 + 𝑩1𝑡

⋮ ⋮
𝑨𝑠1 + 𝑩𝑠1 ⋯ 𝑨𝑠𝑡 + 𝑩𝑠𝑡

， 𝑘𝑨 =

𝑘𝑨11 ⋯ 𝑘𝑨1𝑡
⋮ ⋮

𝑘𝑨𝑠1 ⋯ 𝑘𝑨𝑠𝑡

(𝑘为常数)

5

分块矩阵的加法及数与分块矩阵的乘法：



分块矩阵的转置：

𝑨𝑇 =

𝑨𝟏𝟏 𝑨𝟏𝟐 ⋯ 𝑨𝟏𝒕
𝑨𝟐𝟏 𝑨𝟐𝟐 ⋯ 𝑨𝟐𝒕
⋮ ⋮ ⋮

𝑨𝒔𝟏 𝑨𝒔𝟐 ⋯ 𝑨𝒔𝒕

𝑇

=

𝑨𝟏𝟏
𝑻 𝑨𝟐𝟏

𝑻 ⋯ 𝑨𝒔𝟏
𝑻

𝑨𝟏𝟐
𝑻 𝑨𝟐𝟐

𝑻 ⋯ 𝑨𝒔𝟐
𝑻

⋮ ⋮ ⋮
𝑨𝟏𝒕
𝑻 𝑨𝟐𝒕

𝑻 ⋯ 𝑨𝒔𝒕
𝑻

𝑨 =
1 2 3 0
4 5 6 0
7 8 9 1

=
𝑨𝟏𝟏 𝑨𝟏𝟐
𝑨𝟐𝟏 𝑨𝟐𝟐

, 𝑨𝑻 =
𝑨𝟏𝟏
𝑻 𝑨𝟐𝟏

𝑻

𝑨𝟏𝟐
𝑻 𝑨𝟐𝟐

𝑻 =

1 4 7
2 5 8
3 6 9
0 0 1

6

例如：

先大转置，
再小转置



分块矩阵的乘法：

𝑨 =

𝑨𝟏𝟏 𝑨𝟏𝟐 ⋯ 𝑨𝟏𝒓
𝑨𝟐𝟏 𝑨𝟐𝟐 ⋯ 𝑨𝟐𝒓
⋮ ⋮ ⋮

𝑨𝒔𝟏 𝑨𝒔𝟐 ⋯ 𝑨𝒔𝒓

𝑩 =

𝑩𝟏𝟏 𝑩𝟏𝟐 ⋯ 𝑩𝟏𝒕

𝑩𝟐𝟏 𝑩𝟐𝟐 ⋯ 𝑩𝟐𝒕

⋮ ⋮ ⋮
𝑩𝒓𝟏 𝑩𝒓𝟐 ⋯ 𝑩𝒓𝒕

设矩阵𝑨 = (𝒂𝒊𝒋)𝒎×𝒍, 𝑩 = (𝒃𝒊𝒋)𝒍×𝒏分块成

𝑨𝑩 =

𝑪𝟏𝟏 𝑪𝟏𝟐 ⋯ 𝑪𝟏𝒕
𝑪𝟐𝟏 𝑪𝟐𝟐 ⋯ 𝑪𝟐𝒕
⋮ ⋮ ⋮
𝑪𝒔𝟏 𝑪𝒔𝟐 ⋯ 𝑪𝒔𝒕

其中𝑪𝑖𝑗 = 𝑨𝑖1𝑩1𝑗 + 𝑨𝑖2𝑩2𝑗 +⋯+ 𝑨𝑖𝑟𝑩𝑟𝑗 = σ𝑘=1
𝑟 𝑨𝑖𝑘𝑩𝑘𝑗

(𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑠; 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑡)

顺序不
可以换

7

其中𝑨𝒊𝟏, 𝑨𝒊𝟐, ⋯ , 𝑨𝒊𝒓的列数分别等于𝑩𝟏𝒋, 𝑩𝟐𝒋, ⋯ , 𝑩𝒓𝒋的行数

(𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑠; 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑡)，则有



对于矩阵𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 𝑚×𝑠
, 𝑩 = 𝑏𝑖𝑗 𝑠×𝑛

，

(2)将𝑨按行分块，有𝑨 =

𝑨𝟏
𝑨𝟐
⋮
𝑨𝒎

,其中𝑨𝑖 = 𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑠 , 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚

(1)将𝑩按列分块，有𝑩 = 𝑩𝟏 𝑩𝟐 ⋯ 𝑩𝒏 ,其中𝑩𝑗 =

𝑏1𝑗
𝑏2𝑗
⋮
𝑏𝑠𝑗

, 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛

则有𝑨𝑩 = 𝑨 𝑩𝟏 𝑩𝟐 ⋯ 𝑩𝒏 = 𝑨𝑩𝟏 𝑨𝑩𝟐 ⋯ 𝑨𝑩𝒏

8

则有𝑨𝑩 =

𝑨𝟏
𝑨𝟐
⋮
𝑨𝒎

𝑩 =

𝑨𝟏𝑩
𝑨𝟐𝑩
⋮

𝑨𝒎𝑩



则𝑩 = 𝑨
1
2
0

𝑨
0
2
3

𝑨
1
0
3

例：设𝜶𝒋(𝑗 = 1,2,3)均为3维列向量，方阵𝑨 = [𝜶𝟏, 𝜶𝟐, 𝜶𝟑]，

𝑩 = [𝜶𝟏 + 2𝜶𝟐, 2𝜶𝟐 + 3𝜶𝟑, 3𝜶𝟑 + 𝜶𝟏], 已知det 𝑨 = 𝑎，求det(𝑩).

解：由矩阵的乘法可得

𝜶1 + 2𝜶𝟐 = 𝜶𝟏, 𝜶𝟐, 𝜶𝟑

1
2
0

= 𝑨
1
2
0

, 𝟐𝜶2 + 𝟑𝜶𝟑 = 𝜶𝟏, 𝜶𝟐, 𝜶𝟑

0
2
3

= 𝑨
0
2
3

𝟏𝜶1 + 𝟑𝜶𝟑 = 𝜶𝟏, 𝜶𝟐, 𝜶𝟑

1
0
3

= 𝑨
1
0
3

,

9

⇒ 𝑩 = 𝑨
𝟏 𝟎 𝟏
𝟐 𝟐 𝟎
𝟎 𝟑 𝟑

= 𝑨𝑷

det 𝑩 = det 𝑨 det 𝑷 = 12𝑎



设有两个分块对角矩阵：

𝑨 =

𝑨1
𝑨2

⋱
𝑨𝑚

𝑩 =

𝑩1

𝑩2

⋱
𝑩𝑚

其中𝑨𝑖 , 𝑩𝑖为同阶方阵，𝑖 = 1,2, … ,𝑚，则有

𝑨𝑩 =

𝑨1𝑩1

𝑨2𝑩2

⋱
𝑨𝑚𝑩𝑚

𝑨𝒏 =

𝑨1
𝑛

𝑨2
𝑛

⋱
𝑨𝑚
𝑛

10

分块对角矩阵的乘积



例：求𝑨2，其中矩阵𝑨为

𝑨 =

1 1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 3 −2 0
0 0 7 0 0
0 0 0 0 8

解：

11



例：设𝑨𝑛×𝑛, 𝑩𝑚×𝑚均为方阵，𝑪为任意的𝑛 × 𝑚矩阵，问分块上三

角形矩阵𝑫 =
𝑨 𝑪
𝑶 𝑩

何时可逆？当可逆时，求其逆矩阵。

解：由于det 𝑫 = det 𝑨 det(𝑩)，所以，矩阵𝑫可逆⟺ 𝑨,𝑩均可逆

设矩阵𝑫的逆为𝑫−𝟏 =
𝑿𝟏𝟏 𝑿𝟏𝟐

𝑿𝟐𝟏 𝑿𝟐𝟐
, 其中𝑿11是𝑛阶方阵，𝑿22是𝑚阶方阵

12

根据逆矩阵的定义，有



设𝑨为分块对角矩阵（未写出的子块都是零子块）

𝑨 =

𝑨1
𝑨2

⋱
𝑨𝑚

det 𝑨 = det 𝑨1 det 𝑨2 ⋯det 𝑨𝑚

𝑨−𝟏 =

𝑨1
−1

𝑨2
−1

⋱
𝑨𝑚

−1

13

若det 𝑨𝑖 ≠ 0, 𝑖 = 1,2,⋯ ,𝑚，𝑨可逆，并且

分块对角矩阵的逆矩阵



1

,

s

A

A

A

 
 

=
 
 
 

1

1

1

1

;

s
A

A

A

−

−

−

 
 

=  
 
 

则

( )1,2,
i

A i s= 均为可逆方阵.

14



15

例:  设 1
.A

−

5 2 0 0

2 1 0 0
,

0 0 1 2

0 0 1 1

A

 
 
 =
 −
 
 

求

解:



例:  设 1
.A

−求其中 0,
i

a 

1

2

1

0 0

0 0

0 0

,

0 0

0

0

0

0
n

n
a

a

a

A

a
−

 
 
 
 =
 
 
 
 

解:

16
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