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      第二章 

确定信号分析 
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本章安排 

  确定信号分析 

•信号的正交展开及频谱分析 

•能量信号与功率信号 

•相关函数和功率谱密度函数 

•窄带系统及窄带信号分析 

•复数信号与时域希尔伯特（Hilbert）变换 
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2.1 信号的正交展开及频谱分析 

         2.1.1 信号的正交展开 

        2.1.2 信号的频谱分析 

 



2017/3/1 信息与通信工程系 4 

0

0

0  , =

0       , 
( ) ( )

t T

k l
t

C k l

k l
u t u t dt

 




当 

当 

2.1.1 信号的正交展开 

正交展开：若      在区间（               ）内是分段连续的，则可以用 

该区间内的正交函数系（集）｛           ｝=｛         ,          ,   …   ｝ 

中的各分量来表示该信号。 

( )x t
0 0,  t t T

( )ku t
0 ( )u t 1( )u t

( )ku t上式中，当 C =1时，称 ｛          ｝ 为标准正交函数系。  

正交函数系：指｛        ｝在（                ）上满足下式                                       0 0,  t t T( )ku t

即  
0

( )k k

k

x t a u t
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系数       的求解 ka
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由下式两边乘         后求积分 ( )lu t

可得下式： 

2.1.1 信号的正交展开 

0
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a x t u t dt
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对标准正交函数系 

             展开式中，若取有限项，则会带来误差Q，且恒有            。 ( )x t 0Q 

2.1.1 信号的正交展开 
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 -----贝塞尔不等式 

2.1.1 信号的正交展开 
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       贝塞尔不等式说明任何函数正交展开式中的系数的平
方和总是收敛的。 

              显然，N增大时，          是单调增大的，当N足够大时， 
      可使下式成立 

2

0

N

k

k

a




此时，称 ｛         ｝ 为完备正交函数系。 ( )ku t

-----Rayleigh-Parseval定理 

完备正交函数系的类型：三角函数系、复指数函数系、Walsh函数系等 

完备的含义: 指用｛         ｝来展开         时，不需要用不属
于｛         ｝ 的函数来补充参加         的精确展开，其本身是
完备的。 

( )ku t ( )x t

( )x t( )ku t

2.1.1 信号的正交展开 
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Walsh函数系 
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   ( )  j tX x t x t e dt





     

2.1.2 信号的频谱分析 

信号的频谱分析（傅里叶分析）是分析确定信号的基本方法。 

对周期信号         ，有傅里叶级数展开式 ( )x t

0
0

0

1
( ) 

t T
jn t

n
t

c x t e dt
T





  ----- 傅立叶级数复系数 

对非周期信号          ，有傅里叶积分式 ( )x t

----- 频谱密度函数 
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   1 1
( )  

2

j tx t X X e d  






     

( ) ( )x t X 

----- 原函数 

----傅里叶变换对 

引入冲激函数后，也可以得到周期函数的频谱密度函数为 

0( ) [ ( )]
jn t j t

n

n

X x t c e e dt
 







   

0( )j n t

n

n

c e dt
 

 
 




  

02 ( )n

n

c n   




  （2-1） 

2.1.2 信号的频谱分析 
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 ( ) [ ( )] j t

T T TX x t x t e dt
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周期信号频谱密度函数的简便求法 

第一步：求截断信号          的频谱密度函数 ( )Tx t

第二步：周期延拓         ，得到频谱密度函数          。 ( )TX  ( )X 

 0

1
n Tc X n

T


（2-2） 

比较式（2-1）（2-2），可得： 

2.1.2 信号的频谱分析 
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2.1.2 信号的频谱分析 

例2.1  设周期矩形信号        如图所示，试求其频谱密度函  
           数          。  

( )x t

( )X 

解：设         为         在一个周期内的截断信号，如图所示。  ( )Tx t ( )x t

 ( ) [ ( )] 2T TX x t A Sa    则有: 
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2.1.2 信号的频谱分析 

则,由式(2-2) 

   0

2
( ) T

n

X X n
T


    





 

   0 0 0T

n

X n n    




 

最后有: 

得: 
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2.1.2 信号的频谱分析 
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2.2 能量信号和功率信号 

       2.2.1 能量信号及能量谱密度函数  

      2.2.2 功率信号及功率谱密度函数 
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2.2.1能量信号及能量谱密度函数  

能量信号 

定义：满足                                 ， 2 ( )E x t dt



   则称𝑥 𝑡 为能量信号。 

一般在时域内有始有终的非周期信号为能量信号 

lim 0
T

E
P

T
 能量信号的平均功率为零，即 

对能量信号， 可用其频谱密度函数及能量谱密度函数来描述。  
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2.2.1能量信号及能量谱密度函数  

   ( )  j tX x t x t e dt





     

频谱密度函数 

2 1
( ) ( ) ( )e

2

j tE x t dt x t X d dt 


  

  
    

( )1
( ) ( )e

2

j tX x t dtd 


 
 

 
  

21 1
( ) ( ) ( )

2 2
X X d X d    

 

 

 
   

 
2

0 0

1 1
( )X d G d   

 

 

  

能量谱密度函数 

能量谱密度函数 
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2 21 1
( ) | ( ) | ( )

2 2
E x t dt X d G d   

 

  

  
    

0

1
( ) 2 ( )

2
E G d G f df 



 


  

上式重新写为： 

2.2.1能量信号及能量谱密度函数  

-----能量信号的帕斯瓦尔（Parseval）定理 

        能量谱密度函数表示了单位频带上的信号能量，表
明了信号的能量沿频率轴的分布情况。 
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功率信号 

定义：总能量无限，但平均功率有限的信号称为功率信号。 

2.2.2 功率信号及功率谱密度函数  

2 ( )E x t dt



 满足 

2 22

2

1 1
lim ( ) lim ( )

T

T T
T T

P x t dt x t dt
T T



 
  

功率信号平均功率为： 
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2.2.2 功率信号及功率谱密度函数  

周期信号是典型的功率信号。 

0 0
2 2 2

0 0
2 2 2

2 2 2

0 0

1 1 1
lim ( ) lim ( ) ( )

TnTT

nT TTT n
P x t dt x t dt x t dt

T nT T   
    

周期信号的平均功率为： 

对功率信号可用其功率谱密度函数来描述。  

 功率谱密度函数  

22 1
( ) ( )

2
T Tx t dt X d 



 

 
 

对功率信号的截断信号，应用能量信号的帕斯瓦尔定理，有： 
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21
lim ( )T
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P x t dt
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2 2
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T T
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X d d

T T


  

 

 

  
   

 
1

2
P d 






 

2.2.2 功率信号及功率谱密度函数  

2| ( ) |
( ) lim T

T

X
P

T





称                                   为功率信号的功率谱密度函数。 

0

1
( ) 2 ( )

2
P P d P f df 



 


  

        功率谱密度函数表示了单位频带上的信号功率，表明
了信号的功率沿频率轴的分布情况。 
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2.2.2 功率信号及功率谱密度函数  

周期信号功率谱密度函数 

( ) ( ) rect( )Tx t x t  

1,
rect( ) 2 2

0,

T T
t

t


  

  

 其它

----矩形窗函数 
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[rect( )] Sa( 2)T T  

0

0

0

2

0 2

1
( )

T

jn t

TnC x t e dt
T




 

其中: 

 
1

( ) X( ) [rect( )]
2

TX  


  

2.2.2 功率信号及功率谱密度函数  

由频域卷积定理，有： 

-----周期信号傅里叶级数复系数 

0( ) 2 ( )n

n

X C n    




  -----周期信号频谱密度函数 
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0( )
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2
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2.2.2 功率信号及功率谱密度函数  

故: 

2 0 0( ) ( )
Sa Sa

2 2
n m

n m

n T m T
T C C
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2 22 2 0( )
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2.2.2 功率信号及功率谱密度函数  

由于 

得: 

2

2 2 0

2 2 0
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( ) lim lim Sa

2
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最后，得周期信号功率谱密度函数为： 

周期信号功率为： 

-----功率信号的帕斯瓦尔（Parseval）定理 

2.2.2 功率信号及功率谱密度函数  
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2.3.1 能量信号的相关函数 

2.3.2 能量信号的相关定理 

2.3.3 功率信号的相关函数  

2.3 相关函数和功率谱密度函数 
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12 1 2( ) ( ) ( )R x t x t dt 



  

2.3.1能量信号的相关函数 

相关的含义 
        描述两个波形（或一个波形）在间隔一定时间上的相似性， 
常用相关函数来描述。 

能量信号的相关函数 

设信号        和         为能量信号，定义下式为它们的互相关函数。  1x t  2x t

当                                 时，则定义下式为         的自相关函数。      1 2x t x t x t   x t

( ) ( ) ( )R x t x t dt 
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例2.2   求图示两信号的互相关函数。 

12 1 2( ) ( ) ( )R x t x t dt 



  

0 

2

12
0

( ) 1 ( )
2

a Q Q
R t dt a

a a



 


   

2.3.1能量信号的相关函数 

解： 

0 a 
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2 2

12 ( ) 1 ( )
2

a Q Q
R t dt a

a a
 


   

2.3.1能量信号的相关函数 

0 

0a   



2017/3/1 信息与通信工程系 33 

例2.3  求图示信号自相关函数。 

2 22

2

( ) ( )
T

TR A dt A T


 



  0 T 

2 22

2

( ) ( )
T

TR A dt A T


 
 

  0T   

2.3.1能量信号的相关函数 

解： 
( )x t 

,       
2 2

T T
A t  

0 ,       t其它

( ) ( ) ( )R x t x t dt 
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相关函数积分与卷积积分的区别（一） 

12 1 2( ) ( ) ( )R x t x t dt 



  

   1 2 1 2( ) ( )x x x t x t dt  



   

（1）卷积积分是无序的，相关积分是有序的。 

       1 2 2 1x x x x     

12 21( ) ( )R R  

（2）对同一时间位移值，卷积积分和相关积分中位移函数的 
          移动方向是相反的。 

2.3.1能量信号的相关函数 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y t x t h t

x h t d x x t d R t

h x t d x x t d R t

     

     

 

 

 

 

 

       

       

 

 

（4）若系统的冲激响应                         ，则系统的输出为 ( ) ( )h t x t 

即，冲激响应为输入信号镜像函数的线性系统输出为输入信号 
        的自相关函数。 

2.3.1能量信号的相关函数 

（3）卷积是求解信号通过线性系统输出的方法，相关是信号 
          检测和提取的方法。 

相关函数积分与卷积积分的区别（二） 
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( ) ( )R R  

2.3.1能量信号的相关函数 

（1）自相关函数是偶函数 ，即        

自相关函数的性质 

  （2）    

 

0

2

(0)E R x t x t dt

x t dt













  







（3）             时，自相关函数值最大，即 0 

 (0)R R 
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2.3.2 能量信号的相关定理  

12 1 2( ) ( ) ( )R X X   

12 12

1 2

( )

1 2

1 2 1 2

1 2

[ ( )] ( )

[ ( ) ( ) ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

j

j

j t j t

j t

R R e d

x t x t dt e d

x t e dt x t e d t

x t e dt X X X

X X





  



  

 

 

  

 






 


 

 
 

 







 

  

   

    

 



 

 



定理内容：能量信号在时域内相关，对应频域内为一个信号 
                       频谱的共轭与另一信号的频谱相乘。即 

证明： 
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1 2( ) ( ) ( )x t x t x t 

2[ ( )] ( ) ( ) | ( ) | ( )R X X X G        

2( ) | ( ) | ( )R X G   

若有 

则有以下关系： 

即 

2.3.2 能量信号的相关定理  

能量信号的自相关函数和能量谱密度函数 

是一对傅里叶变换。 

能量谱密度函数 
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2.3.3 功率信号的相关函数  

2
12 1 2

2

1
( ) lim ( ) ( )

T

T
T

R x t x t dt
T

 
 

 

功率信号的互相关函数  

功率信号的自相关函数  

2

2

1
( ) lim ( ) ( )

T

T
T

R x t x t dt
T

 
 

 

周期信号的自相关函数  

0

0

2 2

02 2

1 1
( ) lim ( ) ( ) ( ) ( )

TT

T T
T

R x t x t dt x t x t dt
T T

  
  

    

1 2( ) ( ) ( )x t x t x t 当 
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证明： 

( ) ( )R P 自相关函数与功率谱密度的关系为： 

2| ( ) |
( ) lim T

T

X
P

T





其中： 为功率谱密度函数。 

2.3.3 功率信号的相关函数  

2

2

( ) ( ) ( )
T

j t j t

TT TX x t e dt x t e dt 


 

 
  

2 *

2 2

2 2

1 1
( ) lim | ( ) | lim ( ) ( )

1
lim ( ) ( )

T T T
T T

T T

j t j t

T T
T

P X X X
T T

x t e dt x t e dt
T

 

   
 



  

  

   

t t   令 
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1
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2

j

j

P R e d

R P e d





  

  











 


 






 
( )2 2

 
2 2

2

2

1
( ) lim ( ) ( )

1
lim ( ) ( )

T T
t

j t j t

T T
T t

T

j

T
T

P x t e dt x t e d
T

x t x t dt e d
T

  



  

 


 

   




  

  

  

 

 

 ( ) [ ]jR e d R  





  

证明（续）： 

2.3.3 功率信号的相关函数  
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例2.4   试求周期信号                                   的功率谱。     )cos( 0   tAtx

解：方法1   利用信号的傅里叶级数展开式求功率谱。 

  0 0

0 0 0

( ) ( )

0cos( )
2

      
2 2

j t j t

j t j t jn tj j

n

n

A
x t A t e e

A A
e e e e C e

   

   

    






     

   

2.3.3 功率信号的相关函数  

1 1,   
2 2

j jA A
C e C e 

 故有： 

------周期信号傅里叶级数展开式 

由于  

式（2.4） 
2

0( ) 2 | | ( )n

n

P C n    
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2

0

2

0 0

2

0 0

2

        2
2

        
2

n

n

P C n

A

A

    

      


     





 

 
       

 

     



2.3.3 功率信号的相关函数  

利用式（2.4），有 
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方法2   利用相关函数求功率谱。周期信号的周期  
0 02T  

0

0

2
0 0 0

0 2

1
( ) cos( ) cos( )

T

TR A t A t dt
T

      


    

2.3.3 功率信号的相关函数  

0

0

2

2
0 0 0

0 2

1
[cos cos(2 )]

2

T

T

A
t dt

T
     


   

0 0

0 0

0

0

2 2

2 2
0 0 0

0 02 2

2

2
0

0 2

2

0

1 1
cos cos(2 )

2 2

1
        cos

2

       cos
2

T T

T T

T

T

A A
dt t dt

T T

A
dt

T

A
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0

2

0

2

0 0

( ) cos
2

        
2

jA
P e d

A

    


     





 

     



2

0( ) cos
2

A
R   

故有： 

可见，两种方法得到的结果是相同的。 

即 

2.3.3 功率信号的相关函数  
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2.4 窄带系统及窄带信号分析  

2.4.1 一般方法---傅里叶反变换法 

 2.4.2 解析法----等效低通网络函数法  
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窄带系统：带宽远小于中心频率的系统，即满足 
0ff 

2.4 窄带系统及窄带信号分析  



2017/3/1 信息与通信工程系 48 

( ) ( ) ( )y t x t h t 

   
1

    
2

j ty t Y e d 





 

   
1

 
2

j tX H e d  





 

窄带系统的输出为： 

-----时域方法 

-----频域方法 

        窄带系统输出信号的频谱密度函数具有窄带性质，故输出信 
号为窄带信号。 

2.4 窄带系统及窄带信号分析  

传输函数   H   h t 冲激响应  
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例2.5  已知窄带系统的传输函数如图所示，试求系统的冲激响应。           

2.4.1 一般方法---傅里叶反变换法 
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0 0   
( )

0     

A
H

    




     
 
 其他

 

0 0

0 0

1

0

( )

1
      ( )

2

1 1
      

2 2

2
      Sa( ) cos

j t

j t j t

h t H

H e d

Ae d Ae d

A
t t



   
 

   



 


 
 


 









  

  

    



 


 



 

2.4.1 一般方法---傅里叶反变换法 

解： 
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 例2.6  试用解析法，求解例2.5中的窄带系统的冲激响应。  

0

   ,    
( )

0    ,    

A
H

  




   
 
 其他

 1

0 0 0

1
( ) [ ( )]  

2

1
        =

2

       Sa( )

j t

j t

h t H H e d

Ae d

A
t








  



















  


 





 2.4.2 解析法----等效低通网络函数法  

解： 

与例2.5结果相同。 故有： 
0

2
( ) Sa( ) cos

A
h t t t
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1. 绝对带宽 

2. 3dB带宽（半功率带宽） 

3. 零点带宽 

4. 等效矩形带宽 

 

 

 

 
5. 能量或功率百分比带宽 

 

( ) 2 (0)

( ) 2 (0)

B G f df G

B P f df P

















信号带宽  

定义:  信号的能量或功率的主要部分集中的正频率范围 

0
2 ( ) 0.9 (0.95, 0.99)

B

G f df E 
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2.5 复数信号与时域希尔伯特（Hilbert）变换 

2.5.1 复数信号的定义 

2.5.2 复数信号的实部与虚部及希尔伯特变换  
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2.5 复数信号与时域希尔伯特变换 

)](cos[)()( 0 tttAtx  

  tettx
tj

0cos]Re[]Re[)( 0  


为什么引入复信号？ 

有时直接分析实时间信号会碰到不少困难，如  

       采用复数信号的处理方法，即把实时间信号变成复数信号 
来分析，从而达到分析实时间信号的目的，会使问题简化。  

ttx 0cos)( 如： 

0

0 0( ) cos sin
j t

t e t j t
    复数信号为： 旋转矢量 
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2.5.1 复数信号的定义 

ˆ( ) ( ) ( )t x t jx t  

 ( ) Re[ ]x t t

)()(  Gt 

( ) ( )   ,     0
( )

0                    ,     0

G U
G





  





 



对实信号         ，定义复数信号为：  x t

    与        之间满足时域希尔伯特变换（Hilbert）关系。 ( )x t ˆ( )x t

( )t 的频谱呈现单边谱特性 

时域希尔伯特变换 
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2.5.1 复数信号的定义 

)()()(  jIRH 

( ) ( )  ,    0
( )

0              ,    0

h t U t t
h t

t


 



频域希尔伯特变换 

 R   I 与           满足频域希尔伯特变换关系。 

     对满足因果关系的物理可实现网络，有  

              的频谱应由        的频谱密度函数唯一确定  x t t
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1

0

0

1
( ) [ ( )]

2

1 1
       

2 2

j t

j t j t

x t X X e d

X e d X e d



 

  


   
 










  

 



 

 
0

1
Re 2

2

j tX e d 


 
  

 


由于： 

 ( ) Rex t t   且： 

 
0

1
2 ( )

2

j tt X e d  




 故有： 

2.5.1 复数信号的定义 

   
*

0 0

1 1

2 2

j t j tX e d X e d    
 

  
   

 
 

0

1
Re 2 ( )

2

j tX e d 


 
  

 


 
1

2

j tG e d
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2 ( ) ,      0
( )

0          ,       0

X
G

 





 



    UXG 2)( 

即： 

或 

2.5.1 复数信号的定义 

 复信号的频谱等于实时间信号单边谱的2倍 



2017/3/1 信息与通信工程系 59 

2.5.2 复数信号实部与虚部及希尔伯特变换  

ˆ( ) ( ) ( )t x t jx t   ˆ( ) ( ) ( )G X jX    

 ˆ ( ) (  )     ,     0

ˆ ( ) ( )                         ,     0

X jX X j

X jX

   

  

    


 

        由复信号单边谱特性可以导出复数信号的实部和虚部 
的关系 —— 希尔伯特变换对。  

为同时满足上式及复信号单边谱特性，下列关系应成立： 

---单边谱特性     UXG 2)( 

傅氏变换 
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2.5.2 复数信号实部与虚部及希尔伯特变换  

 
1       ,      0

sgn
1    ,      0







 

 

ˆ ( ) sgn( ) ( )X j X   则可得到 

𝑋 𝜔 和𝑋 𝜔 的关系是唯一确定的。 

       由上看出，      相当于        通过一个网络（希尔伯特滤波器） 
后得到，网络的传输函数为 

ˆ( )x t )(tx

)sgn()(  jH 
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   1 1[ ( )] sgnh t H j        

1[sgn( )]
j

t




 

 
1j

h t j
t t 

   

2.5.2 复数信号实部与虚部及希尔伯特变换  

相应地： 

由于 

故 

   
 1 1

ˆ
x

x t x t d
t t




  





 
   

 
 --- 希尔伯特变换 

 
 ˆ1 x

x t d
t




 




 

 --- 希尔伯特反变换 

ˆ( ) ( )x t x t
H希尔伯特变换对 
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( ) sgn( ) ( )

j
H j H e

 
    

希尔伯特滤波器的传输特性  

2.5.2 复数信号实部与虚部及希尔伯特变换  

幅频特性：全通网络（幅频特性为1）  

相频特性：正频率范围内相移         ， 负频率范围内相移      。 
2




2



故希尔伯特滤波器也称为        相移网络，传输特性如下图。 
2
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2.5.3 实时间信号的复指数表示和解析信号表示 

复数信号频谱 

实信号频谱 
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0 0( )( ) ( ) ( )
j t j tj tt A t e e a t e
    

  0( ) Re[ ( )] Re[ ]
j t

x t t a t e
  

ˆ( ) ( ) ( )t x t jx t  

   ( ) 2G X U   

实信号复数化的两种表示方法：复指数形式、解析信号形式 

2.5.3 实时间信号的复指数表示和解析信号表示 

以调幅---调相信号为例 )](cos[)()( 0 tttAtx  

复指数形式 

式中，                           是复信号的复数包络线。 )()()( tjetAta 

解析信号的形式 

或 
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“复指数形式” 与 “解析信号形式”的统一 

2.5.3 实时间信号的复指数表示和解析信号表示 

皮杜相（Bedrosian）条件（B条件）  

0 0( )( ) ( ) ( )
j t j tj tt A t e e a t e
    当满足 B 条件时，则由 

0( ) ( )aG G    可得：                                  必定只在正频域存在。 

( )    aG  
0( )   ,    aG   

00         ,      

在B 条件下，复数信号的复指数形式必为解析信号。 

复数包络线具有
低通型频谱特性 
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0( ) ( )aG G    

0

0( ) ( ) cos[ ( )]

Re[ ( ) ] Re[ ( )]
j t

x t A t t t

a t e t


 



 

 
1

[ ( ) ( )]
2

t t   

)()(

)()(













 Gt

Gt

1
( ) [ ( ) ( )]

2
X G G      0 0

1
[ ( ) ( )]

2
a aG G       

2.5.3 实时间信号的复指数表示和解析信号表示 

在已知          时，如何得到实信号的频谱          ？  )(G )(X

在满足B条件时  

由于 

故 

且 
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利用复数包络线的频谱计算实信号频谱的方法 

2.5.3 实时间信号的复指数表示和解析信号表示 
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2.5.4窄带实时间信号自相关函数的复数化求解  

( ) ( ) ( )xR x t x t dt 



 

1
( ) ( ) ( )

2
R t t dt    





 

ˆ( ) ( ) ( )t x t jx t   ˆ( ) ( ) ( )t x t jx t   

  

 

 

1
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1
ˆ ˆ          ( ) ( ) ( ) ( )

2

1
ˆ ˆ             ( ) ( ) ( ) ( )

2

R x t jx t x t jx t dt

x t x t x t x t dt

j x t x t x t x t dt

   

 

 













    

   

   







能量信号自相关函数 

定义复数化信号自相关函数为： 

由于 

故有 
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2

x t x t dt X 



 

2
ˆˆ ˆ( ) ( ) ( )x t x t dt X 




 

ˆ ( ) sgn( ) ( )X j X   

2 2 2ˆ ( ) sgn( ) ( ) ( )X j X X     

2.5.4窄带实时间信号自相关函数的复数化求解  

由能量信号的相关定理，有 

由于 

故 

( ) ( ) ( ) Re ( )xR x t x t dt R  



     因而有 
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第二章基本要求 
 

 掌握信号正交展开方法及傅氏分析； 
 理解能量信号、功率信号、能量谱和功率谱概念； 
 自相关函数和互相关函数的计算方法； 
 掌握能量谱、功率谱与自相关函数的关系 
 理解复数信号及 Hilbert 变换的概念。 
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本章习题：2- 4、2-6、2-11、 
           2-14(c)(e)、2-18、2-22 


