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第三章

随机信号和噪声分析
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本章安排
随机信号和噪声分析

•随机过程的基本概念

•随机过程的统计描述

•平稳随机过程

•平稳随机过程的自相关函数与功率谱密度的关系

•两个随机过程之间的统计联系

•正态随机过程

•平稳随机过程通过线性系统

•白噪声、散弹噪声和热噪声

•白色随机过程通过窄带线性系统----窄带噪声

•正弦波加窄带高斯噪声的统计特性
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3.1 随机过程的基本概念

随机信号：具有随机特性（某个参数或几个参数不能
预知或不能完全预知）的信号。

确定信号是随机信号的一种特定形式。

随机信号种类：包含信息的信号、各种干扰（人为干扰、
天电干扰）、噪声（热噪声、散弹噪声）

随机信号和噪声分析方法：统计学随机过程理论
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3.1 随机过程的基本概念

简单地说，随机过程是一种取值随机变化的时间函数，
它不能用确切的时间函数来表示。

随机过程两层含意：

“随机”（指取值不确定，仅有取某个值的可能性）；

“过程”（为时间的函数）。

随机过程是随时间变化的随机变量的集合，在任意时刻考
察随机过程的值是一个随机变量。

 X t  { }x t

随机过程是一个由全部可能的实现（或样本函数）构成的
集合，每个实现都是一个确定的时间函数，而随机性就体现在
出现哪一个实现是不确定的。用 或 表示。
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3.1 随机过程的基本概念

典型随机过程---接收机噪声

数学上可用随机实验和样本空间的概念定义随机
过程：设进行某一随机实验 E， 是它的样本空
间。如果对每一个样本 来说，总可以按某一规
则确定一个时间函数 与之对应，那么，对所有
的样本，就得到一簇时间函数，并称此簇时间函数为
随机过程，其中每个时间函数称为该随机过程的样本
函数。

{ }S e

( )e e S

( , )X e t
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3.1 随机过程的基本概念

典型随机过程---噪声
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3.1 随机过程的基本概念

归纳起来，随机过程具有如下特性：

（1）取值的随机性；

（2）样本的确定性。

举例：

是一个随机变量（在𝑡1时刻观察随机过程的值） 1X t

随机过程的某一个样本函数 为时间的确定函数。 ix t

为随机过程。  0cos( )X t A t 

其中，A  为常数， 为 内均匀分布的随机变量。 [0,2 ]
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3.1 随机过程的基本概念

（1）取值的随机性

t1 =0 时，

（2）样本的确定性

是一个随机变量; 1 cosX t A 

为时间的确定函数。 1 0cosx t A t

时，
1 0 
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3.1 随机过程的基本概念

随机过程包含有空间与时间双重概念。它一方
面是各次实现的集合（并列的空间概念），另一方
面又是时间的函数（时间的概念）。不过实践中，
不可能得到空间上并列的各样本函数，而只能得到
时间很长的一次实现。

因此，可从实践中容易获得的一次实现来定义
随机过程，如图所示。

随机过程的实际定义：
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3.1 随机过程的基本概念

图中信号是随机过程的一次实现，它是随机取
值的时间函数，在已经过去的时间上取值已经确定
，随机性消失；在未来的时间点上，取值随机，是
一个随机变量。
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3.2 随机过程的统计描述

3.2.1 随机过程的分布函数和概率密度函数

3.2.2 随机过程的数字特征
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3.2.1随机过程的分布函数和概率密度函数

  { }F x P x 

对随机变量 

的性质： F x

（1） 为非减函数 F x

（2）  0 1F x 

a. 概率分布函数  F x

b.概率密度函数  f x

  ( )F x f x dx



 
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正态随机变量

标准正态随机变量

3.2.1随机过程的分布函数和概率密度函数

的性质： f x

（1） 为非负函数； f x

   2 1;f x dx





 
2

1
2 1( ) ( ) ;

x

x
F x F x f x dx  （3） 时，2 1x x

（4）若 在 处连续，则 。 f x x  
 dF x

f x
dx



 
 

2

2

1
exp

22

x a
f x



 
  

  

 
21

exp
22

x
f x



 
  

 
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1. 一维概率分布函数

2.一维概率密度函数

3.2.1随机过程的分布函数和概率密度函数

对随机过程  X t

时， 为随机变量。1t t  1X t

   1 1 1 1 1, { }F x t P X t x 

 
 1 1 1

1 1 1

1

,
,

F x t
f x t

x





如果 存在，则称 为随机

过程的一维概率密度函数

 1 1 1,f x t
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一维概率分布函数及一维概率密度函数描述了随机
过程在固定时刻上的统计特性。

解：

（其中 X为标准正态分布的随机变量）

故有, 随机过程的一维概率密度函数为：

 
2

1
1 1 1

0 1 0 1

1 1 1
, exp

cos 2 cos2

x
f x t

t t 

  
    
   

3.2.1随机过程的分布函数和概率密度函数

举例：求随机过程 的一维概率密度函数。  0cosX t X t

时， 为服从正态分布随机变量，

其均值为零，方差为 。

1t t  1 0 1cosX t X t

 
2

0 1cos t
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   21212 1122,;, { ; }FxxttPXtxXtx

3. 二维概率分布函数

4. 二维概率密度函数

二维概率分布函数及二维概率密度函数描述了随机
过程在任意两个时刻上的统计特性。

3.2.1随机过程的分布函数和概率密度函数

如果 存在，则称

为随机过程的二维概率密度函数。

 2 1 2 1 2, ; ,f xxt t
 

 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2

1 2

, ; ,
, ; ,

F x x t t
f x x t t

x x




 
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5.  n 维概率分布函数

6. n维概率密度函数

3.2.1随机过程的分布函数和概率密度函数

       1 2 1 2 1 1 2 2, , , ; , , , { , , , }n n n n nF x x x t t t P X t x X t x X t x      

存在，则称 为随机过程的n维

概率密度函数。

 1 2 1 2, , , ; , , ,n n nf x x x t t t 

 
 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

, , , ; , , ,
, , , ; , , ,

n n n

n n n

n

F x x x t t t
f x x x t t t

x x x

  
  

  
如果
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对随机变量

a.均值（数学期望、一阶原点矩）

b.方差（二阶原点矩）

c.协方差（对随机变量X、Y）

3.2.2 随机过程的数字特征

 [ ]E X x f x dx a



  

   
2 2 2[ ] ( )D X E X a x a f x dx 





      
  

  [ , ] X YCOV X Y E X a Y a    

       X Yx a y a f x f y dxdy
 

 
      
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对随机过程

3.2.2 随机过程的数字特征

1.随机过程的数学期望（均值）

     1 1 1 1 1 1 1[ ] ,E X t x f x t dx a t



  

     1[ ] ,E X t x f x t dx a t



  

1t t 时， 为随机变量。 1X t

t 取任意值时，得到随机过程的数学期望。

数学期望 X( t )在t时刻的随机变量的均值, 它表示了随机过程
在各个孤立时刻上的随机变量的概率分布中心，由一维概率密
度函数所决定。
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3.2.2 随机过程的数字特征

2. 随机过程的方差

1t t 时， 为随机变量。 1X t

上式中，t取任意值时，得到随机过程的方差。

方差 表示了随机过程在各个孤立时刻上的随机变量对均值
的偏离程度。由一维概率密度函数所决定。

       2 2

1 1 1 1{[ ] }D X t E X t a t t    

           
22 2

1{[ ] } ,D X t E X t a t x a f x t dx t



        
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3.2.2 随机过程的数字特征

     2 2 2t E X t E X t       

   2 2t E X t    

J进一步分析，

  0E X t   当 时，有 （平均功率）

随机过程的均值和方差的含义
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3.2.2 随机过程的数字特征

3. 随机过程的自相关函数
均值和方差，仅描述了随机过程在

孤立时刻上的统计特性，它们不能反
映出过程内部任意两个时刻之间的内
在联系

X(t)变化快，表明过程内部任意两个时
刻之间波及小，互相依赖弱，即自相
关性弱。而Y(t)变化慢，表明随机过程
内部任意两个时刻之间波及大，互相
依赖强，即自相关性强。
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3.2.2 随机过程的数字特征

相关：指随机过程在某时刻的取值对下一时刻的取值的影
响。影响越大，相关性越强，反之，相关性越弱。

随机过程的协方差函数

随机过程的自相关函数

          1 2 1 1 2 2,B t t E X t a t X t a t        

     1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2, ; ,x a t x a t f x x t t dx dx
 

 
         

     1 2 1 2, [ ]R t t E X t X t

 1 2 2 1 2 1 2 1 2, ; ,x x f x x t t dx dx
 

 
  
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3.2.2 随机过程的数字特征

与 的关系 1 2,B t t  1 2,R t t

       1 2 1 2 1 2, , [ ] [ ]B t t R t t E X t E X t  

 ,B t t   ,R t t 

随机过程的协方差函数与自相关函数常记为以下形式：

其中， t 为考察的起始时刻， 为考察的时间间隔。

随机过程可以用均值、方差及自相关函数等数字特征来描述
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3.2.2 随机过程的数字特征

例3.1 设随机过程为 ，试求随机过程的
均值、方差及自相关函数。

   0cosX t A t  

式中， 是一个随机变量，它在 范围内服从
均匀分布，其概率密度函数为

 0 2  

1
  ,0 2

2
 


 

0  , 为其它值

 P  
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3.2.2 随机过程的数字特征

解：均值为

       

   

   

0 0 0

0 0

0 0

2 2

0 0
0 0

[ ] cos cos cos sin sin

       cos cos sin sin

       cos cos sin sin

1 1
       cos cos sin sin 0

2 2

a t E X t E A t E A t A t

E A t E A t

A t E A t E

A t d A t d
 

     

   

   

     
 

      

 

   

   

         

   

 

2 2 2 2

0

2 2 2

0 0

2 2 2
2

0
0

{[ ] } cos

               1 cos 2 cos 2
2 2 2

1
               cos 2

2 2 2 2

D X t E X t a t E X t E A t

A A A
E t E t

A A A
t d



 

   

  


             

           

   

方差为
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自相关函数为

     

   

 

 

2

0 0 0

2

0 0 0

2 2

0 0 0

2

0

, [ ]

               [ cos cos ]

               [cos cos 2 2 ]
2

               cos [cos 2 2 ]
2 2

               cos
2

R t t E X t X t

E A t t

A
E t

A A
E t

A

 

     

     

     

 

  

   

   

   



3.2.2 随机过程的数字特征
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3.3  平稳随机过程

随机过程类型：独立随机过程
马尔可夫（Markov）过程
独立增量过程
平稳随机过程等

其中平稳随机过程是应用广泛的一类随机过程。
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1.定义

3.3.1平稳随机过程的定义及其含义

 1 2 1 2, , , ; , , ,n n nf x x x t t t 

平稳随机过程是指过程的任意维概率密度函
数与时间的起点无关的随机过程。即满足

 1 2 1 2, , , ; , , ,n n nf x x x t t t       

实际中，判断随机过程是否平稳，通常不是去找过程的高维分布，而是通过产
生的环境条件来判断。如环境条件不随时间的变化而改变，则该过程就认为是
平稳的。一般地说，通信系统中遇到的随机信号和噪声都是平稳随机过程。

2.含义

平稳随机过程的统计特性不随时间的变化而改变。
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1. 一维概率密度函数

3.3.2平稳随机过程的一维及二维概率密度函数

   1 1 1 1 1 1, ,f x t f x t  

上式中，令 ，有1t  

       1 1 1 1 1 1 1 1, ,0f x t f x f x f x  

平稳随机过程的一维概率密度函数与考察时刻无关。
即平稳随机过程在各个孤立时刻服从相同的概率分布。
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2. 二维概率密度函数

   2 1 2 1 2 2 1 2 1 2, ; , , ; ,f x x t t f x x t t   

1t  上式中，令 ，有

     2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2, ; , , ;0, , ;f x x t t f x x t t f x x   

2 1t t  式中， ，为两个考察时刻之间的时间间隔。

平稳随机过程的二维概率密度函数与时间的起点无关，
而仅与时间间隔有关，是 的函数。

3.3.2平稳随机过程的一维及二维概率密度函数
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3.3.3 平稳随机过程的数字特征

1. 平稳随机过程的数学期望（均值）

2.平稳随机过程的方差

   1[ ]E X t x f x dx a



   （常数）

   

 

2

2 2

1

{[ ] }

( )

D X t E X t a

x a f x dx 




   

    （常数）
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 1 2 2 1 2 1 1 1 2, ; ,x x f x x t t dx dx
 

 
  

   1 2 2 1 2 1 2, ;x x f x x dx dx R 
 

 
  

         1 2 1 2 1 1, [ ]R t t E X t X t E X t X t     

3.平稳随机过程的自相关函数

式中， 为考察随机过程的时间间隔。2 1t t  

3.3.3 平稳随机过程的数字特征



由上式可知，平稳随机过程的自相关函数仅与时间
间隔有关，是 的函数，而与考察时间起点无关。
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3.3.4 平稳随机过程自相关函数的性质

平稳随机过程自相关函数主要性质（一）

   R R  

（1） 是 的偶函数，即 R  

   0R R 

（2）自相关函数具有递减特性。且当 时， 有最大值。0   R 

证明：

           2 2 2{[ 0 ] } 0 2 0 0E X X E X E X X E X              

    2{[ ] } 0E X t X t   由于 ，令 ，有0t 

     2 2[ ] [ 0 ] 0E X E X R  对平稳随机过程来说，

     0 2 0 0R R R  故，有    0R R 
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平稳随机过程自相关函数主要性质（二）

   20R E X t P   （3） ，即 为平稳随机过程的平均功率。 0R

（4） ，即 为平稳随机过程的直流功率。   2 2R E X t a      R 

     [ ]R E X t X t  由于证明：

， 与 之间的相关性消失，即它们互相独立。   X t  X t 

所以      [ ]R E X t X t         2E X t E X t E X t             

（5） ，即 为平稳随机过程的方差。    20R R       0R R 

         2 2 2 0t E X t E X t R R         由方差表示式，有：

3.3.4 平稳随机过程自相关函数的性质
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随机过程的数学期望及方差与时间无关，自相关
函数仅与时间间隔有关。

随机过程满足任意维概率密度函数与时间的起点
无关。

狭义平稳随机过程一定是广义平稳随机过程，但
反之不一定成立。（正态随机过程例外）

3.3.4 平稳随机过程自相关函数的性质

狭义平稳随机过程（窄平稳随机过程）：

广义平稳随机过程（宽平稳随机过程）：
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1.  随机过程的时间平均

3.3.5 平稳随机过程的各态历经性（遍历性）

集合平均（统计平均）：对随机过程所有的样本函数
求统计平均。

时间平均：对随机过程的一个样本函数求平均。

时间均值，记为 或 ，定义为 X t a

     2

2

1 1
lim lim

T

T T
T T

X t x t dt x t dt a
T T



 
   

时间方差，记为 或 ，定义为   
2

X t X t 
 

2

     
2

2 22

2

1
lim [ ]

T

T
T

X t X t x t a dt
T


 

    
  
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3.3.5 平稳随机过程的各态历经性（遍历性）

时间自相关函数，记为 或 ，定义为   X t X t   ,R t t 

           2

2

1
, lim

T

T
T

X t X t R t t x t x t dt R
T

   
 

     

对一般平稳随机过程，其数字特征往往可以用过程的一
个样本函数的时间平均来代替，即满足以下关系：

2. 平稳随机过程的各态历经性

   E X t X t  

     
2

D X t X t X t      

       E X t X t X t X t     
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3.3.5 平稳随机过程的各态历经性（遍历性）

对随机过程中的任意一实现（样本函数）来说，它好像
经历了随机过程中所有可能的状态一样。

“各态历经性”将求随机过程数字特征时的集合平均（统计
平均）简化为一个样本函数的时间平均了。

例如，对各态历经过程来说，由于

     22

2

1
0 0 lim

T

T
T

R R x t dt
T 

  

“各态历经性”（或“遍历性”）的含义：

故样本函数的平均功率即为随机过程的平均功率。



2017-03-14 信息与通信工程系 40

满足各态历经性条件：

注意：具有各态历经性的随机过程一定是平稳随机过程，
但平稳随机过程不一定都具有各态历经性。

一般来说，通信系统中遇到的随机信号或噪声均能满足
该条件，因此以后将它们都视为各态历经平稳随机过程。

 2

2

1
lim 0

T

T
T

R d
T

 
 



3.3.5 平稳随机过程的各态历经性（遍历性）
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3.4 平稳随机过程自相关函数与功率谱密度的关系
----维纳—欣钦定理

维纳—欣钦(Wiener-Khintchine)定理

平稳随机过程的自相关函数与功率谱密度是一对傅里叶变换，

即它们之间有以下关系：

    jP R e d  





 

   
1

2

jR P e d  





 

 
 

2

lim
T

T

E X
P

T






 
 式中， ，为随机过程的功率谱密度函数。
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试求该随机过程的功率谱密度及平均功率。

例3.2 已知平稳随机过程的自相关函数为 ， 
2

0cos               
2

A
R   

解：由维纳—欣钦定理，随机过程功率谱密度为

   

   

0 0

0 0

2

0

2

2
( ) ( )

2

0 0

cos  
2

          
4

          
4

         
2

j j

j j j

j j

A
P R e d e d

A
e e e d

A
e e d

A

 

    

     

     






     

 
 

 


 




   



   

    

   

     

 





3.4 平稳随机过程自相关函数与功率谱密度的关系
----维纳—欣钦定理

平均功率为      
2

2 1
0

2 2

A
P E X t P d R 






      
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3.4 平稳随机过程自相关函数与功率谱密度的关系
----维纳—欣钦定理

为定量描述平稳随机过程的相关性与频带之间的关系，
常使用自相关时间和等效带宽的概念。它们的含义如下：

1. 自相关时间
k

 

 2 0
k

R d

R

 







    jP R e d  





 由于 ，故

   0P R d 



 

 

 

 

 

0

2 0 2 0
k

R d P

R R

 




 
因而

的含义：以 为
高作一矩形，并使矩
形面积与曲线下的面
积相等时，对应的矩
形宽度值的一半。

k  0R
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3.4 平稳随机过程自相关函数与功率谱密度的关系
----维纳—欣钦定理

2. 等效带宽 f

 

 2 0

P f df
f

P



 


由于 ，故   
1

2

jR P e d  





 

     
1

0
2

R P d P f df 


 

 
  

 

 

 

 

0

2 0 2 0

P f df R
f

P P



  
因而

的含义：以 为
高作一矩形，并使矩形
面积与曲线下的面积相
等时，对应的矩形宽度

值的一半。

f  0P
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3.4 平稳随机过程自相关函数与功率谱密度的关系
----维纳—欣钦定理

3.自相关时间与等效带宽之间的关系

 

 

 

 

0 0 1

2 0 2 0 4
k

P R
f

R P
    

这说明在相同的情况下，自相关时间越小，过程占有频
带越宽；相反，自相关时间越大，过程占有频带越窄。
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3.4 平稳随机过程自相关函数与功率谱密度的关系
----维纳—欣钦定理

极端情况1：非自相关过程。

0k 

即自相关性最弱，占有带宽最大（无穷宽），包含有自零
至无穷大的所有频谱分量，这如同白光中包含所有可见光
谱一样，所以，非自相关过程又称为白色随机过程。

f 

   R A  

    jP R e d  





 

自相关函数为

功率谱密度为   jA e d A  





 

自相关函数为
k  

0f 

极端情况2：直流信号。

功率谱密度为

 R A 

   2P A   
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3.5 两个随机过程之间的统计联系

实际中，常需要研究两个或多个随机过程同时出现的情
况。例如，在信号接收时，接收到的信号往往是有用信号与
噪声的混合信号，即

     S t x t n t 

这里，有用信号 x(t) 与噪声 n(t)都是随机过程。因此有
必要研究多个随机过程之间的联合统计特性。



2017-03-14 信息与通信工程系 48

3.5.1 联合分布函数和联合概率密度函数

 ' '

1 1 1 1, , ; , , ; , , ; , ,n m n m n mF x x y y t t t t    

       ' '

1 1 1 1{ , , ; , , }n n m mP X t x X t x Y t y Y t y      

 ' '

1 1 1 1

1 1

, , ; , , ; , , ; , ,n m n m n m

n m

F x x y y t t t t

x x y y

    

   

 ' '

1 1 1 1, , ; , , ; , , ; , ,n m n m n mf x x y y t t t t    

 ' '

1 1 1 1, , ; , , ; , , ; , ,n m n m n mf x x y y t t t t    则称 为X(t)、Y(t)的
n+m维联合概率密度函数。

X(t)和Y(t)的n+m维联合分布函数

X(t)和Y(t)的n+m维联合概率密度函数

如果
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X(t)和Y(t)统计独立

 ' '

1 1 1 1, , ; , , ; , , ; , ,n m n m n mf x x y y t t t t    

   ' '

1 1 1 1, , ; , , , , ; , ,n n n m m mf x x t t f y y t t     

X(t)和Y(t)联合平稳

若随机过程 X(t)和Y(t)任意n+m维联合概率密度函数与时
间的起点无关，则称随机过程X(t)和Y(t)是平稳相联系的。

若随机过程 X(t)和Y(t)的各时间平均值等于各自的统计平均
值，则称随机过程X(t)和Y(t)具有联合各态历经性。

X(t)和Y(t)联合各态历经性

3.5.1 联合分布函数和联合概率密度函数
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3.5.2 互相关函数

随机过程X(t)和Y(t)的互相关函数

     1 2 1 2,XYR t t E X t Y t   

 2 1 2, , ,x y f x y t t dxdy
 

 
   

如果X(t)和Y(t)都是平稳随机过程，且是平稳相联系的，则

     1 2 2 1,XY XY XYR t t R t t R   

如果X(t)和Y(t)是统计独立的，则有

     1 2 1 2,XYR t t E X t E Y t       
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X(t)和Y(t)的互协方差函数

         1 2 1 1 2 2, { }XY X YB t t E X t a t Y t a t        

     1 2 1 2,XYR t t E X t E Y t        

由X(t)和Y(t)统计独立的条件，可知如果X(t)和Y(t)统计独
立，则它们一定是互不相关的。

X(t)和Y(t)互不相关

 1 2, 0XYB t t 

互不相关与统计独立的关系：两个随机过程如果统计独立，则
它们一定互不相关。但互不相关的两个随机过程，不一定统计
独立。（正态随机过程例外）

3.5.2 互相关函数
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   XY YXR R  

X(t)和Y(t)互相关函数的性质

（对平稳相联系的随机
过程 X(t)和Y(t)来说）

   XY XYR R  

3.5.2 互相关函数

互谱密度函数     j

XY XYP R e d  





 
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x(t)和 n(t)均为平稳随机过程，且平稳相联系。

     S t x t n t 

例：考虑有用信号与噪声之和

S(t)自相关函数为

         S x n xn nxR R R R R       

于是

  0E n t   

    0xn nxR R  

     S x nR R R   

3.5.2 互相关函数

通常认为x(t)和 n(t)之间是统计独立的，且

故有

     S x nP P P   
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正态随机过程又称为高斯 (Gaussian)随机过程，
是一种常见而又重要的随机过程

3.6 正态随机过程

典型的正态随机过程：通信系统中的噪声

定义：如果随机过程任意维概率密度函数都服从正态分布，则
称此随机过程为正态随机过程。其n维概率密度函数为

 
 

1 1

1 2 1 2 1

2
1 2

1
exp

2
, , , ; , , ,

2

n n
j ji i

ij
i j i j

n n n
n

n

x ax a

f x x x t t t
 

   

 

   
         

  

 



式中，𝑎𝑖 = E 𝑋 𝑡𝑖 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛 为𝑋 𝑡 在𝑡𝑖时刻的均值；
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3.6.1正态随机过程的定义

𝜎𝑖
2 = E 𝑋 𝑡𝑖 − 𝑎𝑖

2 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛 为𝑋 𝑡 在𝑡𝑖时刻的方差；

Λ 为归一化协方差矩阵行列式，即

12 1

21 2

1 2

 1        

  1       

              

              

              

      1   

n

n

n n

 

 

 



  

   
 

   

   

  

    i i j j

ij

i j

E X t a X t a


 

      


其中，𝜌𝑖𝑗为归一化协方差系数；为

Λ 𝑖𝑗为行列式 Λ 中元素𝜌𝑖𝑗的代数余子式。
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3.6.2正态随机过程的性质

1. 正态随机过程如果是广义平稳的，则也是狭义平稳的

2. 正态随机过程的线性变换仍是正态随机过程

 
 

1 1

1 2 1 2 1

2
1 2

1
exp

2
, , , ; , , ,

2

n n
j ji i

ij
i j i j

n n n
n

n

x ax a

f x x x t t t
 

   

 

   
         

  

 



     
t

Y t X t g t dt


     
1

N

k k k

k

X t g t t



中心极限定理

𝑌 𝑡 为正态随机过程
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3.6.2正态随机过程的性质

3. 如果两个正态随机过程不相关，则它们也统计独立

          1 2 2 2 1 1, 0XY Y XB t t E Y t a t X t a t         

 
        1 1 2 2

1 2, 0
X Y

XY

X Y

E X t a t Y t a t
t t

 

       
 

（不相关）

归一化协方差系数

 
 

 

2 2

2 22

2 1 2 1
2 2

( ) 2 ( )( ) ( )1
exp

2 1
, ; ,

2 1

X XY X Y Y

X X Y YXY

X Y XY

x a x a y a y a

f x y t t



   

  

      
   

    



以𝑋 𝑡 、𝑌 𝑡 二维联合概率密度函数为例
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3.6.2正态随机过程的性质

 

2 2

2 2

2 1 2

( ) ( )1
exp

2
, ; ,

2

X Y

X Y

X Y

x a y a

f x y t t
 

 

    
   
   

2 2

2 2

( ) ( )1 1
exp exp

2 22 2

X Y

X YX Y

x a y a

  

    
      

   

   1 1, ,f x t f y t 
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

         y t x t h t x h t d  



   

线性系统 x t  y t

对确定信号

     
1

2

jy t X H e d  





 

     Y t h X t d  



 

对随机过程

内容：当输入随机过程平稳时，考察输出随机过程的平稳性及
数字特征
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

1.  输出随机过程数学期望

         [ ]E Y t E h X t d h E X t d     
 

 

          

由于𝑋 𝑡 是平稳的，所以E 𝑋 𝑡 − 𝜏 = 𝑎，故

     0E Y t a h d a H 



     

2. 输出随机过程的自相关函数

     , EYR t t Y t Y t     

         , EYR t t h X t d h X t d       
 

 

      
   

     Y t h X t d  



 （ ）
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

       h h E X t X t d d      
 

 
      

     XE X t X t R            
式中，

为输入平稳随机过程的自相关函数。于是有

         ,Y X YR t t h h R d d R        
 

 
     

上式表明，输出随机过程自相关函数仅为时间间隔的函数，而与时间起
点无关。因此，输出随机过程是平稳随机过程，至少是广义平稳的。

         , EYR t t h X t d h X t d       
 

 

      
   
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

3.输出随机过程的功率谱密度

由维纳—欣钦定理

    j

Y YP R e d  





 

       j

Y XP e h h R d d d        
  



  
    

     

         j

Y XP e R d h d h d
   

      
    

  
   

     j j j

XR e d h e d h e d       
  

 

  
   

         
2

( )Y X XP P H H P H         

令
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

例3.3 设功率谱密度为 （常数）的白色随机过程（白噪声）
通过带宽为B的理想低通滤波器，如图所示。试求输出
随机过程的功率谱密度、自相关函数及噪声功率。

0 2n

解：理想低通滤波器的传输特性为

 H f 

1  ,   f B

0 f B，

故，输出随机过程的功率谱密度为

     
0

2
0   ,  

2
n

n
P f P f H f f B   
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

输出随机过程的自相关函数为

     
0 0 0

1 2j f

n n nR P f P f e df 





      

 0 2n BSa B 
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

输出噪声的功率为

   
0 00 00n nN P f df R n B




  

输出随机过程的等效带宽为：  

 

0

2 0

R
f B

P
  

1

4
k

B
 自相关时间为：
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

例3.4 设均值为零，功率谱密度为  𝑛0 2的高斯（正态）白噪声通
过如图所示的RC低通滤波器，试求输出随机过程的一维
概率密度函数。

解：由性质可知，高斯白噪声通过线
性系统后输出过程仍然是高斯分
布的随机过程。

RC低通滤波器的传输特性为

 
1

1 2
H f

j fRC



 

 

2

2

1

1 2
H f

fRC




输出随机过程的均值为      0 0 0E n t E n t H        
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

输出随机过程的功率谱密度

     
 0

2
0

2

1
  

2 1+ 2
n

n
P f P f H f

fRC
   

输出随机过程的自相关函数

   
0 0

1 0 exp
4

n n

n
R P f

RC RC


 

 
      

 
输出随机过程的方差（或功率）

 
0

2 0
0 0

4
n

n
R

RC
  

故，输出随机过程的一维概率密度函数为

 
2

0 2

00

1
exp

22

x
f x



 
  

 
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

例3.5 设平稳随机过程通过如图所示的乘法器，若已知随
机过程的功率谱，试求乘法器输出响应的功率谱。

解：乘法运算是非线性变换过程，
因此，

   
2

( )Y XP P H   

为得到输出功率谱，可先求输出响
应自相关函数，再进行傅立叶变换。

     

     

     

   

0 0

0 0 0

0 0 0

,

cos cos

1
cos cos 2

2

1
cos cos 2

2

Y

X

R t t E Y t Y t

E X t X t t t

E X t X t t

R t

 

   

     

     

    

    

         

    
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3.7 平稳随机过程通过线性系统

由上式可见，输出随机过程自相关函数与时间有关，因
此不是平稳随机过程。

式中， 为输入随机过程自相关函数。     XR E X t X t    

对非平稳随机过程求功率谱时，应先将其自相关函数求
时间平均，再进行傅立叶变换。

     0 0 0

1
, cos cos 2

2
Y XR t t R t           对 求时间平均，

输出随机过
程功率谱为

    0

1
cos

2
Y XR R   

   

   0 0

1

2

1
          

4

j

Y X

X X

P R e d

P P

  

   







     



结果为
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3.8 白噪声、散弹噪声和热噪声

加性噪声（独立于信号而存在，它始终干扰着有
用信号的传输。）

噪声

乘性噪声（与信号本身密切相关，它可以通过合
理地设计信号及系统特性等措施来消除）

加性噪声

外部噪声（由信道引入，包括人为噪声、工业
干扰和天电噪声。）

内部噪声（由通信设备内部产生，它对信号的
影响最为严重，是研究的重点。）

内部噪声通常认为是白噪声，是一种平稳随机过程。理想的白
噪声服从高斯分布，一般称为加性高斯白噪声（AWGN）。
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3.8 白噪声、散弹噪声和热噪声

理想白噪声可认为是由大量宽度为无穷窄的脉冲随机
叠加而成的，如图所示。

如前所述，白噪声是一个非自相关的随机过程，它包含
有自零至无穷大的所有频谱分量，这类似于光学中包括有全
部可见光谱的白光。

白噪声功率谱密度是一个常数，为   0

2

n
P  
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3.8 白噪声、散弹噪声和热噪声

由维纳—欣钦定理，可得白噪声自相关函数为

     1 0

2

n
R P       

工程实践中遇到的噪声是带限的，带限噪声或带内功率谱分布不均
匀的噪声称为有色噪声。
但当带限噪声功率谱均匀分布的频带范围远远大于系统的工作带宽时，

就可以认为该噪声具有白噪声特性。

理想白噪声并不存在!
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3.8 白噪声、散弹噪声和热噪声

通信系统中典型的白噪声：散弹噪声、热噪声

散弹噪声：由通信设备中有源器

件内部的载流子或电子发射的不

均匀性引起的一种起伏过程。

散弹噪声功率谱密度

  0iP I q 

90 2.2 10 Hzf  
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3.8 白噪声、散弹噪声和热噪声

热噪声（电阻热噪声）：由通信设备中电阻类器件（如天
线）内部的电子热运动（布朗运动）引起的一种起伏过程。

热噪声的电压功率谱密度为   2uP kTR 
130 10 Hzf 

式中， 为波尔兹曼常数；T为环境的绝对温度。231.38 10  J kk  
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3.9  白色随机过程通过窄带线性系统----窄带噪声

窄带线性系统传输特性

白噪声 窄带线
性系统

       
2 2

0

2in

n
P P H H    窄带噪声功率谱密度

窄带噪声
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例：理想窄带系统输出功率谱密
及自相关函数。

0
0 0  ,  

2 2 2

n B B
f f f   

 
inP f 

0， 其它

功率谱密度

   

 
2

0

1

2

1

2 2

i i

j

n n

j

R P e d

n
H e d





  


 










 







窄带噪声自相关函数

3.9  白色随机过程通过窄带线性系统----窄带噪声

   
0

0

2 20
0 0

2

2 Sa cos
2i

Bf
j f

n Bf

n
R e df n B B t    




 自相关函数
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3.9.1 窄带噪声的波形特征

白噪声具有无穷的带宽，而窄带线性系统仅在中心频率附近
允许白噪声通过。因此，白噪声通过窄带线性系统时，实际上是
窄带线性系统对输入白噪声的选频过程。其结果是输出噪声中仅
有中心频率附近的频率分量，因此窄带噪声波形是一个频率近似
为𝑓0，包络和相位缓慢变化的正弦波。

窄带噪声波形的“准正弦波”特性
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窄带噪声时域表示式（1）

3.9.1 窄带噪声的波形特征

     0cosin t R t t t    

显然，由于噪声的窄带特性，包络和相位的变化一定比
载波的变化要缓慢得多。

式中， 和 分别为窄带噪声的包络和相位，它们都是
随机过程。

 R t  t

窄带噪声时域表示式（2）

         

   

0 0

0 0

cos cos sin sin

       cos sin

i

c s

n t R t t t R t t t

n t t n t t

   

 

 

 

（包络和相位形式）
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式中，

同相分量和正交分量在性质上都是具有低通特性的随机过程。

     coscn t R t t ---同相分量

     sinsn t R t t ---正交分量

     0 0cos sini c sn t n t t n t t   （同相、正交分量形式）

由上可知：窄带噪声的统计特性可以由包络和相位或同相分
量和正交分量的统计特性确定。

反之，当已知了窄带噪声的统计特性时，其包络和相位或同
相分量和正交分量的统计特性也可以确定下来。

3.9.1 窄带噪声的波形特征
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分析前提：假设输入白噪声是均值为零的平稳高斯随机过程，
由3.7节知，窄带噪声也是均值为零的平稳高斯过程。

3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

一、同相分量和正交分量的统计特性

     0 0[ ] [ ]cos [ ]sini c sE n t E n t t E n t t  1. 均值

由窄带噪声的均值为零及平稳特性，对任意的时间，都
有上式成立，因此得

同相分量和正交分量是
均值为零的随机过程

 [ ] 0cE n t 

 [ ] 0sE n t 

     0 0cos sini c sn t n t t n t t  同相、正交分量形式：
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在𝑡1及𝑡2时刻，同相分量和正交
分量是服从高斯分布的随机变量。

令𝑡1 = 0及𝑡2 =
3𝜋

2𝜔0
，得

   1 1i cn t n t

   2 2i sn t n t

由于𝑛𝑖 𝑡 是高斯随机过程，因此，在任意时刻，𝑛𝑖 𝑡 都
是高斯随机变量。

2.自相关函数

     0 0cos sini c sn t n t t n t t  

      ,
in i iR t t E n t n t   

3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性
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      

       

    

0 0 0

0

, E

                 = E cos sin cos

                   sin

in i i

c s c

s

R t t n t n t

n t t n t t n t t

n t t

 

    

  

  

      

   

3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

     

     

     

     

0 0

0 0

0 0

0 0

=  E cos cos

E cos sin

E sin cos

+ E sin sin

c c

c s

s c

s s

n t n t t t

n t n t t t

n t n t t t

n t n t t t

   

   

   

   

   

    

    

   

   

   

   

   

0 0

0 0

0 0

0 0

=  , cos cos  

, cos sin

, sin cos

+ , sin sin

c

c s

s c

s

n

n n

n n

n

R t t t t

R t t t t

R t t t t

R t t t t

   

   

   

   

 

  

  

 
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   ,
i in nR t t R  

由窄带噪声的平稳特性，有

故

       

       

       

       

,  =  E[ ]

, E[ ]

, E[ ]

, = E[ ]

c c

c s c s

s c s c

s s

n c c n

n n c s n n

n n s c n n

n s s n

R t t n t n t R

R t t n t n t R

R t t n t n t R

R t t n t n t R

  

  

  

  

  

   

   

  

同相分量和正
交分量都是平
稳随机过程

结论：同相分量和正交分量都是均值为零服从高斯分布
的平稳随机过程

3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性
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     0 0 cos sin
i c c sn n n nR R R       

重写自相关函数式

      

       

       

0 0 0 0

0 0 0 0

,

                  =  cos cos cos sin

  sin cos + sin sin

i

c c s

s c s

n i i

n n n

n n n

R t t E n t n t

R t t R t t

R t t R t t

 

       

       

  

  

  

上式在𝑡1 = 0及𝑡2 =
𝜋

2𝜔0
时，可写为以下形式

3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

     0 0 cos sin
i s s cn n n nR R R       

     0  0  = 0
i c sn n nR R R当𝜏 = 0时，可得
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结论：窄带噪声和它的同相分量及正交分量具有相同的方差或
功率

2 2 2 2  = =  
i c sn n n   

   = 
c s s cn n n nR R 

由互相关函数
的性质，有

     

     

0 0

0 0

 cos sin

 cos sin

i c c s

i s s c

n n n n

n n n n

R R R

R R R

      

      

 

 

   
s cn nR R 

    
s c c sn n n nR R      = 

c s c sn n n nR R  

3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

   = 
s c s cn n n nR R  同理可得

由上可知， 和 是奇函数，因此有 
c sn nR   

s cn nR 
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   0 = 0 =0
s c c sn n n nR R

上式表明，同相分量及正交分量在同一时刻是互不相关的
随机过程。
由正态（高斯）随机过程的性质可知，它们也是统计独立

的随机过程。
由于同相分量和正交分量的均值均为零，它们也是彼此正

交的随机过程。

结论：窄带噪声的同相分量及正交分量是均值为零，统计
独立的平稳高斯随机过程，其方差或功率相同，且等于窄
带噪声的方差或功率。

3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性
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3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

二、包络和相位的统计特性

同相和正交分量一维概率密度函数

 
2

2

1
exp

22c

cc

c
n c

nn

n
f n



 
  

 
 

 
2

2

1
exp

22s

ss

s
n s

nn

n
f n



 
  

 
 

它们的二维联合概率密度函数为

     
2 2

2 2

1
, exp

2 2c s c s

c s
n n c s n c n s

n n
f n n f n f n

 

 
    

 
2 2 2

c sn n   式中， 为窄带噪声的方差（功率）
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利用概率论中的雅可比行列式，可以由导出包络和相位
的二维联合概率密度函数为

   
 

 

,
, ,

,c s

c s

R n n c s

n n
f R f n n

R
 








 

 

,

,

c sn n

R 




为雅可比 (Jacobi) 行列式，且

 

 

   
   cos         sin,

sin      Rcos,
   

c s

c s

c s

n n

n n R R
R

n n RR

 

 

 

 

  
  
  

 

     coscn t R t t      sinsn t R t t（ ）

3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性
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3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

 
   

2 2

2 2

2

2 2

cos sin
, exp

2 2

               exp
2 2

R

R RR
f R

R R



 


 

 

 
  

  

 
  

 

代入雅可比 (Jacobi) 行列式，得

利用概率论中求边际分布的方法，可分别得到包络和相位
的一维概率密度函数

   
2

2

2 20

2

2 2

, exp
2 2

          = exp      ,  0
2

R R

R R
f R f R d d

R R
R



   
 

 





 
   

 

 
    
 

 

上式表明，窄带噪声的包络服从瑞利（Rayleigh）分布。
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3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

   
2

2 20
, exp

2 2

1
          =     0 2

2

R

R R
f f R dR dR  

 

 


 



 
   

 

 

 

，

上式表明，窄带噪声的相位服从均匀分布。

包络和相位分布特性
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3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

由于，

因此，包络和相位是统计独立的（一维分布）

     
2

2 2
, exp

2 2
R R

R R
f R f R f  

 

 
    

 

服从瑞利分布的窄带噪声的包络特点：

（1）𝑅 = 𝜎时，𝑓
𝑅
𝑅 出现最大值。

（2）包络的期望值为 ； 
2

E R t

  

中位值：累积分布概率为50%时的包络值，即满足下式的值：

（3）包络的中位值为𝑅1 = 1.177𝜎。
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3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

（4）包络的均方值为 ； 2 22E R t    

（5）包络的方差为 。    2 22
2

D R t E R E R



 

           
 

关键参数：𝜎2（方差） =窄带噪声的功率
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3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

瑞利随机信道：对流层散射信道、电离层反射信道
及移动多径信道等。

发射天线 接收天线

设发射信号是等幅正弦波，为

  0cosis t A t

接收端得到的信号为

     

       

   

0

1

0 0

1 1

0 0

cos

        cos cos sin sin

        cos sin

N

o i i

i

N N

i i i i

i i

s t a t t t

a t t t a t t t

X t t Y t t

 

   

 



 

   

 

 



 
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3.9.2同相和正交分量以及包络和相位统计特性

     
1

cos
N

i i

i

X t a t t


      
1

 sin
N

i i

i

Y t a t t




当N很大时，它们是服从高斯分布的随机过程。

式中， ,                                   。

   0cosR t t t    

     0 0cos sinos t X t t Y t t  接收信号为

式中，𝑅 𝑡 和𝜃 𝑡 分别为接收信号的包络和相位。

---衰落信号
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3.10 正弦波加窄带高斯噪声的统计特性

以有用信号是正弦波为例，合成信号形式为

窄带线
性网络

有用信号

白噪声

+
有用信号

窄带噪声

     

     

0 0

0 0 0 0

cos

       cos cos sin

i

c s

s t A t n t

A t n t t n t t

 

   

  

     

不失一般性，可选择正弦波初始相位为零，这时上式可写为

     0 0cos sinc ss t A n t t n t t     
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3.10 正弦波加窄带高斯噪声的统计特性

令 ， ，则上式为   c cz t A n t     s sz t n t

         0 0 0cos sin cosc ss t z t t z t t Q t t t        

     2 2

c sQ t z t z t 

 
 

 
arctan

s

c

z t
t

z t
 

---合成信号包络

---合成信号相位

式中，

由上节的结果可看出， 和 是统计独立的平稳高斯
随机过程。

 cz t  sz t

 [ ]cE z t A  [ ] 0sE z t 

      2[ ] [ ] [ ]c S iD z t D z t D n t   

且有： ---均值

---方差
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3.10 正弦波加窄带高斯噪声的统计特性

因此， 和 二维联合概率密度函数为 cz t  sz t

 
 

2 2

2 2

2 2 2

2 2

1
, exp

2 2

21
                 exp

2 2

c s

c s

z z c s

c c s

z A z
f z z

z Az A z

 

 

  
  

  

   
  

 

利用上节相同的分析方法，可以得到包络和相位的二维联
合概率密度函数为

 
2 2

2 2

2 cos
, exp

2 2
Q

Q Q AQ A
f Q




 

  
  

 
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3.10 正弦波加窄带高斯噪声的统计特性

上式对相位求边际积分，得到包络的概率密度函数为

   
2

0

2 2
2

2 20

2 2
2

2 2 20

,

2 cos
          exp

2 2

cos
          exp exp

2 2

Q Qf Q f Q d

Q Q AQ A
d

Q Q A AQ
d









 




 




  



  
  

 

   
    

   







应用第一类零阶修正贝塞尔（Bessel）函数式

   
2

0
0

1
exp cos

2
I x x d



 


 
上式可写为

 
2 2

02 2 2
exp   ,  0

2
Q

Q Q A AQ
f Q I Q

  

   
    

   

---广义瑞利分布或
莱斯（Rice）分布
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3.10 正弦波加窄带高斯噪声的统计特性

对第一类零阶修正贝塞尔函数来说，x>>1 ，  0 2xI x e x

因此，如果 A 值很大，满足 时，有近似式
2

1
AQ



2

2

1 ( )
exp , 0

22

Q Q A
Q

A 

 
   

 

 
2 2

02 2 2
exp   

2
Q

Q Q A AQ
f Q I

  

   
    

   

若将𝑄 ≈ 𝐴代入上式，则有

 
2

2

1 ( )
exp

22
Q

Q A
f Q



 
  

 
---正态分布

如果𝐴 = 0，则上式变为包络服从瑞利分布。---上节结论
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3.10 正弦波加窄带高斯噪声的统计特性

当信噪比很小（A值很
小，噪声起主要作用）时，
包络服从瑞利分布。
当信噪比很大（A值很

大，信号起主要作用）时，
包络近似服从正态分布。
当信噪比不大不小时，

包络服从广义瑞利分布。

2 22A  ---广义信噪比

合成波形包络分布

合成信号的包络分布与
信道中的信噪比有关。
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3.10 正弦波加窄带高斯噪声的统计特性

相位的概率密度函数是
对包络求边际积分的结果，
这个积分非常复杂，这里不
讨论。
相位分布也与信噪比有关，

当信噪比很小（A值很小，噪
声起主要作用）时，随机相
位接近均匀分布。
当信噪比很大（A值很大，

信号起主要作用）时，随机
相位主要集中在信号的相位
附近。
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本章小结

•理解随机过程的基本概念

•掌握随机过程数字特征（均值、方差及相关函数）

•理解平稳随机过程的定义、含义

•掌握平稳随机过程的自相关函数性质、与功率谱密度的关系

•理解两个随机过程之间的统计联系（不相关、独立）

•掌握正态随机过程定义、性质

•平稳随机过程通过线性系统

•白噪声、散弹噪声和热噪声

•掌握白色随机过程通过窄带线性系统----窄带噪声（结论）

•正弦波加窄带高斯噪声的统计特性
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本章习题：

3-6、3-7、3-9、3-12、3-14、3-18


