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摘要 : 对垂直 Bridgman 法多组元晶体生长的准稳态模型所采用的 Boussinesq 线性密度假设进行

了改进 ,基于密度的 Taylor 展开式 ,得到了熔体密度随温度、浓度变化的非线性函数关系并引入到

模型中 ,改进后的准稳态模型 ( PSSM) 能揭示晶体生长过程的非线性本质. 明确了模型的边界条

件 ,得到了晶体生长的完整数学描述. 改进后的 PSSM 以及已获得的多组元晶体准确物性为晶体

生长的多场耦合定量数值模拟研究奠定了基础.
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Improved Mathematical Model for the Multi2Field Coupl ing Growth

Process of Multi2Compound Crystal by Vertical Bridgman Method
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Abstract : The Boussinesq linear hypot hesis used in p seudo2steady2state model ( PSSM) for multi2
compound crystal growt h by vertical Bridgman met hod was amended. Based on Taylor expansion

of melt density , a nonlinear density f unction coupling wit h temperat ure and concent ration was de2
duced. The improved PSSM can reveal t he non2linear p hysical mechanism of crystal growth more

effectively. Moreover , t he boundary conditions for improved PSSM were determined clearly , and

t hus a completed multi2field coupling mathematical model for multi2compound crystal growt h

process was proposed. The improved PSSM and t he exact thermal p roperties of multi2compound

crystal obtained provide a sound foundation for quantitative multi2filed coupling numerical simula2
tion of crystal growt h process.

Keywords : vertical Bridgman met hod ; multi2field coupling ; p seudo2steady2state model

符号表

cp 　　定压比热

D 溶质扩散系数

h 界面形状函数

H 对流换热系数

m 液相线斜率

T 温度

Δhf 结晶潜热

α 热扩散系数

βC 溶质膨胀系数

βT 温度膨胀系数

δ 无量纲坩埚壁厚

γ 运动黏度

λ 导热系数

μ 动力黏度

ρ 密度
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Λ　　　无量纲坩埚内径

下标

0 初始值

a 坩埚

c 晶体

cold 冷区

hot 热区

l 液相线

m 熔体

　　类似 ⅡΟⅥ族、ⅢΟⅤ族等具有特殊光电性能的

多组元化合物半导体功能材料在航空、航天、军事及

电子信息计算机等高技术领域有着极为重要而广泛

的应用 ,其经济、社会效益十分巨大 ,属材料科学的

前沿和国际国内竞争的焦点之一 ,开展相关问题的

科学研究与应用开发极为重要. 多组元化合物半导

体的应用依赖于半导体单晶的质量 ,因此掌握成分

精确、组分均匀、缺陷少的优质晶体的生长条件和控

制规律是问题的关键. 晶体的质量是由生长过程中

复杂的组分传递、热量传递、动量传递及相互间的耦

合作用决定的 ,理论研究非常困难. 晶体生长过程的

数值模拟能够为晶体生长条件及过程的控制和优化

提供依据 ,并减少昂贵实验的次数 ,因此受到了广泛

的关注.

1 　数学模型与数值模拟研究的现状

近 20 年来 ,国内外有关多组元化合物半导体晶

体生长的数值模拟研究十分活跃. 以垂直 Bridgman

法晶体生长为例 ,国际上主要有以下几个小组在开

展研究. MIT 的 Brown 小组[1Ο5 ] 对小直径坩埚垂直

Bridgman 法晶体生长过程中的熔体传输行为开展

了持续的研究 ,定性地指出了熔体的对流、传热和传

质间的耦合作用是晶体产生径向和轴向溶质分凝的

内在机制. 德国的 Müller 小组[6Ο8 ] 对晶体的熔体生

长方法做了大量工作 ,指出垂直 Bridgman 生长过

程中热质对流形成的物理机理之一是导热系数差异

引起的径向温度梯度 ,并讨论了如何减小热质对流

的方法. 英国的 Capper [9 ,10 ] 对 ACR T2Bridgman 晶

体生长工艺进行了大量的研究 ,指出坩埚旋转引起

的 Ekman 流充分发展后可以减小固液界面弯曲程

度 ,同时旋转方式对溶质分凝有很大影响. 捷克的

Cerny[11 ,12 ]应用 kΟε湍流模型研究了 Bridgman 晶体

的生长过程 ,结果表明 :与线性模型相比 ,湍流模型

能更加准确地描述结晶过程中的传输现象. 西北工

业大学的介万奇小组[13Ο16 ] 对 ACR T 工艺多组元晶

体生长中的传输现象做了许多工作 ,研究了旋转坩

埚中的多场耦合现象 ,分析了固液界面弯曲的原因 ,

并提出了改善方法.

由于晶体生长的过程复杂、影响因素众多 ,目前

能将温度场、溶质场和流场耦合起来综合考虑的数

学模型和定量数值模拟都很不成熟. 已有的各种模

型均存在如下两点不足 :

(1) 已有模型中的热质对流驱动力都由 Bouss2
inesq 线性假设给出 ,不能真实反映晶体生长过程的

非线性特征 ,进一步的数值模拟必须考虑晶体生长

过程的非线性效应 ;

(2) 已有的数值计算大多忽略了物性的变化 ,所

得的结果只能定性分析而不能定量给出生长参数与

场量分布之间的规律 ,进一步的工作必须获取和引

入准确计算多组元晶体物性变化的方法.

2 　物理模型

垂直 Bridgman 法晶体生长装置具有温度梯度

小、温度分布可控等优点 ,如图 1 所示 ,这种装置主

要包括加热炉和置于加热炉轴线处的坩埚两部分 ,

通过调节炉子加热装置的功率可以将炉子分成由绝

热区隔开的高、低温两个区域. 晶体生长时坩埚通过

牵引装置缓慢向下移动 ,熔体在绝热区结晶形成晶

体. 由图 1 可以看出 ,结晶界面是一个凹向晶体的弯

曲面 ,在凹形固液界面附近存在沿坩埚壁向下的对

流胞 ,同时热区与绝热区交界处存在沿坩埚壁向上

流动的对流胞.

1 :熔体内坩埚轴线 ;2 :晶体内坩埚轴线 ;3 :坩埚外顶部 ;4 :坩埚

外底部 ;5 :坩埚顶部Ο熔体界面 ;6 :坩埚底部Ο晶体界面 ;

7 :坩埚侧壁Ο熔体界面 ;8 :坩埚侧壁Ο晶体界面 ;

9 :坩埚Ο生长炉界面 ;10 :固液生长界面

图 1 　垂直 Bridgman 法晶体生长装置示意图
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　　结晶过程中的流动是由温度梯度、溶质浓度梯

度所引起的密度差驱动的热质对流. 对流的强度和

结构对晶体生长过程中的传热、传质和界面形貌有

重要的影响 ,需要特别加以重视. 温度梯度包括轴向

温度梯度和径向温度梯度 ,对于图 1 所示装置 ,垂直

温度梯度引起的密度差是稳定的 ,所以对流的驱动

力是径向温度梯度和溶质梯度. 径向温度梯度产生

的原因有两个 :一是界面附近熔体、晶体和坩埚的导

热系数存在较大差异 ;二是热区和绝热区交界处热

边界条件不匹配. 溶质梯度由平衡分凝系数 k 及溶

质密度决定. 以 k > 1 的多组元晶体为例 ,结晶时界

面不断向外排出溶剂 ,界面附近熔体是富溶剂状态.

如果溶质密度小于溶剂 ,界面附近将形成一个稳定

的密度层 ,此时流动的惟一驱动力是径向温度梯度.

这种由温度梯度和溶质梯度耦合作用引起的热质对

流十分复杂 ,需要深入研究.

3 　数学模型

选择二维准稳态模型 ( PSSM) 进行研究 ,该模

型是在暂态模型[5 ]基础上忽略时间非稳项及物性变

化得到的. 虽然 PSSM 是一种简化模型 ,但集中考

虑了熔体热质对流、传热和传质过程的物理机理及

相互间的耦合作用 ,能深刻揭示晶体生长过程的本

质. Bridgman 法晶体生长的速度极缓慢 (一般在

μm/ s 量级) ,流动多为对称结构 ,所以二维假设是

合理的.

3. 1 　PSSM 的介绍

PSSM 假设坩埚位置不变化 ,坩埚的移动通过

在坩埚顶端以速度 Vt 注入初始浓度为 C0 的熔体 ,

同时在坩埚底部以长晶速度 Vc 抽出同组分的晶体

来实现 ,其中 Vt = Vc (ρc /ρm ) 以保证质量守恒. 同时 ,

假设 Vc 等于拉晶速度 Va ,在温度场不发生波动时

该假设近似成立. 坩埚位置不变可以保证数值计算

区域不变 ,降低计算难度. 在图 1 所示的柱坐标系统

中 , PSSM 的数学描述如下.

熔体控制方程

¨ ·Vm = 0 (1)

ρmVm ·¨ um = -
5 p
5 r

+μm ¨2
um (2)

ρmVm ·¨vm = -
5 p
5 z

+μm ¨2 vm + (Ûρ-ρm ) g 　(3)

ρmVm ·¨ T =
λm

cpm

¨2 T (4)

Vm ·¨C = Dm ¨2 C (5)

　　晶体导热方程

¨ ·(ρcVc T) = ¨ ·
λc

cpc

¨ T (6)

　　坩埚导热方程

¨ ·(ρaVa T) = ¨ ·
λa

cpa

¨ T (7)

　　固液界面方程

T ( r , h( r) ) = Tl ( C) (8)

　　由于溶质的固相扩散率非常小 , PSSM 忽略了

晶体中的组分方程. 动量方程中的浮力项一般采用

Boussinesq 线性假设计算 ,不能反映过程的非线性

耦合关系 ,有必要进行改进.

3. 2 　PSSM 的改进

Boussinesq 线性假设的主要内容是 :除动量方

程中浮力项中的密度外 ,晶体的所有物性均为常数 ,

且浮力项中的密度只是温度和浓度的线性函数. 对

线性假设改进的具体方法如下.

将浮力项中的密度变量 Ûρ( T , C) 在参考密度
ρ0 ( Thot , C0 ) 处 Taylor 展开

Ûρ( T , C) =ρ0 +
5Ûρ
5 T

ΔT +
5Ûρ
5 C
ΔC +

1
2 !

52 Ûρ
5 T2ΔT2 +

52 Ûρ
5 C2ΔC2 +

52 Ûρ
5 C5 T

ΔCΔT +

O(ΔT3 ,ΔC3 ) (9)

式中 :ΔT = T - Thot ;ΔC = C - C0 . 由式 ( 9) 可知 ,

Taylor 展开式的前 3 项就是 Boussinesq 密度线性

函数. 为了反映温度、浓度的非线性影响 ,保留展开

式的第 4 项. 将第 4 项近似表示如下

52 Ûρ
5 T2ΔT2 +

52 Ûρ
5 C2ΔC2 +

52 Ûρ
5 C5 T

ΔCΔT ≈

A
52 Ûρ

5 T5 C
ΔTΔC = - Aρ0

5βT

5 C
ΔTΔC (10)

式中 : A 是一个待定常数 ,在计算过程中可以调整.

将式 (10) 代入式 (9) 并忽略三阶无穷小量 ,得到密度

随温度、浓度变化的非线性函数

Ûρ( T , C) =ρ0 +
5Ûρ
5 T
ΔT +

5Ûρ
5C
ΔC -

3
2
ρ0

5βT

5C
ΔTΔC =

ρ0 1 - βTΔT +βCΔC -
3
2

5βT

5 C
ΔTΔC (11)

　　式 (11) 引入了βT 对浓度的偏导数
5βT

5 C
,揭示了

晶体生长中的热质对流驱动力是由温度场和浓度场

耦合决定的规律. 将式 (11) 代入式 (3) ,得

ρmVm ·¨vm = -
5 p
5 z

+μm ¨2 vm +

ρm βC ( C - C0 ) - βT ( T - Thot ) -
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3
2

5βT

5 C
( C - C0 ) ( T - Thot ) g (12)

　　引入坩埚长度 L 、扩散速度αm / L 、压力尺度

ρmα
2
m / L 2 对方程无量纲化 , 同时定义无量纲浓度

S =
C

C0
- 1、无量纲温度θ=

T - Tcold

Thot - Tcold
,得到模型的

无量纲形式

¨ ·V′m = 0 (13)

V′m ·¨ u′m = -
5 p′
5 r′

+ Pr ¨2 u′m (14)

V′m ·¨v′m = -
5 p′
5 z′

+ Pr ¨2 v′m +

Pr RaS S - Ra T (θ- 1) -
3
2

5 Ra T

5S
S (15)

V′m · θ̈= ¨2θ (16)

V′m ·¨S =
Pr
S c

¨2 S (17)

Pec ez′· θ̈= χc ¨2θ (18)

Pea ez′· θ̈= χa ¨2θ (19)

θ( r′, h′( r′) ) =θ0
l + m ( S + 1 - 1/ k) (20)

式中 :θ0
l 是浓度为 C0 / k 时的无量纲液相温度 ; ez′是

无量纲 z 轴单位向量. 无量纲数的定义见表 1 .

表 1 　无量纲数的定义

名 　　称 定 　　义

普朗特数 Pr Pr =γm /αm

热瑞利数 RaT RaT = (βTL 3 g( Thot - Tcold) ) / (γmαm )

质瑞利数 RaS RaS = (βC L 3 gC0 ) / (γmαm )

斯密特数 Sc S c =γm / Dm

贝克数 Pe Pe = V L /αm

导热系数比 K K =λ/λm

热扩散系数比χ χ=α/αm

毕渥特数 B i B i = Ha L/λa

史蒂芬数 S t S t =Δhf / ( cpm ( Thot - Tcold) )

3 . 3 　边界条件

边界条件界定物理问题的惟一性 ,需要正确给

出. 考虑轴对称情况 ,边界位置参见图 1 .

(1) 坩埚轴线 1、2 取轴对称边界条件

u′m r′= 0 = 0 ,
5v′m
5 r′ r′= 0

= 0 ,
5θ
5 r′ r′= 0

= 0 ,

5S
5 r′ r′= 0

= 0 ;
5θ
5 r′ r′= 0

= 0 (21)

　　(2) 坩埚上下端的边界条件在坩埚足够长时对

计算结果影响很小 ,所以假定坩埚上下端温度分别

等于生长炉热区和冷区的温度

θ z′= 0 = 1 ;θ z′= 1 = 0 (22)

　　(3) 坩埚顶Ο熔体的边界条件 :速度方程取无滑

移边界条件 ,浓度恒等于补充熔体浓度 ,能量方程取

热通量相等边界条件 ;坩埚底Ο晶体取热通量相等边

界条件

5θ
5 z′ z′= 0

m
= Ka

5θ
5 z′ z′= 0

a
, u′m z′= 0

m
= 0 ,

v′m z′=0
m

= Pet , S
z′= 0
m

= 0 ;

Kc
5θ
5 z′ z′=1

c
= Ka

5θ
5 z′ z′=1

a

(23)

　　(4) 坩埚内壁Ο熔体的边界条件 :速度方程取无

滑移边界条件 ,组分方程取无渗透边界条件 ,能量方

程取热通量相等边界条件 ;坩埚内壁Ο晶体取热通量

相等边界条件

5θ
5 r′ r′=Λ

m
= Ka

5θ
5 r′ r′=Λ

a
, u′m r′=Λ

m
= 0 ,

v′m r′=Λ
m

= Pea ,
5S
5 r′ r′=Λ

m
= 0 ;

Kc
5θ
5 r′ r′=Λ

c
= Ka

5θ
5 r′ r′=Λ

a

(24)

　　(5) 坩埚外侧壁取辐射对流换热边界条件

5θ
5 r′ r′=Λ+δ

= Bi ( z′) [θ- θ∞ ( z′) ] (25)

式中 :θ∞ ( z′) 是无量纲炉温. B i ( z′) 是生长炉Ο坩埚

间对流换热的 Biot 数 ,函数表达由下式给出[17 ]

Bi ( z′) = B4 { 1 + 015[ B1 tanhB2 ( z′- B3 ) +

tanh ( - B2 ( z′+ B3 ) ) ]} (26)

式中 :B1 是热区与冷区 Biot 数的比率 ; B2 是绝热区

换热系数函数随温度变化的斜率 ; B3 是以坩埚外半

径为长度尺度的无量纲绝热区长度 ; B4 是与热、冷

区 Biot 数有关的常数.

(6) 固液界面的边界条件 :速度取无滑移边界条

件 ,组分、能量方程取通量守恒条件

5θ
5 z′

-
5 h′
5 r′

5θ
5 r′ z′= h′( r′)

m
-

Kc
5θ
5 z′

-
5 h′
5 r′

5θ
5 r′ z′= h′( r′)

c
= St Pec (27)

5S
5 z′

-
5 h′
5 r′

5S
5 r′ z′= h′( r′)

m
=

Pec Sc (1 - k) ( S + 1)

Pr

(28)

u′m -
5 h′
5 r′

v′m z′= h′( r′)
m

= - Pec
5 h′
5 r′ z′= h′( r′)

m
,

v′m - u′m
5 h′
5 r′ z′= h′( r′)

m
= Pec (29)
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4 　讨　论

多组元晶体生长的多场耦合数值计算是目前晶

体生长研究的热点、难点 ,优化控制晶体生长参数需

要深入研究晶体生长过程中热质传输发生的物理机

理. 现有的研究大多侧重工艺和技术改进方面 ,忽略

了晶体生长的动力学机制的基础研究 ,导致知道现

象不了解原因 ,能实验拉出却不能保证批量生长出

优质晶体的现状 ,因此有必要深入开展晶体生长物

理机理的数值模拟研究.

PSSM 集中考虑了熔体热质对流与传热、传质

过程的物理机理及相互间的耦合作用. 对于垂直

Bridgman 法生长装置 ,流动是由密度差引起的自然

对流 ,所以浮力项的模化非常关键 ,一般的方法是引

入 Boussinesq 线性假设 ,不能真实反映晶体生长过

程中的非线性机制. 基于密度的 Taylor 展开式保留

了温度与浓度的非线性耦合项 ,对原有的线性密度

假设加以改进 ,理论上是可行的.

改进后的 PSSM 中的温度、浓度耦合关系是由

温度膨胀系数对浓度的偏导数给出的 ,所以必须要

有晶体的准确物性作基础 ,方可开展实际的数值模

拟计算. 前期工作汇总了现有的 HgCd Te、CdZn Te

晶体物性数据 ,为下一步定量模拟分析垂直 Bridg2
man 法晶体生长过程准备了条件.

改进后的非线性 PSSM 对晶体生长过程中多

场耦合现象的描述能力需要在下一步的模拟计算工

作中加以验证 ,目前正在开展基于改进 PSSM 的垂

直 Bridgman 法 HgCd Te 多组元晶体生长过程的数

值模拟 ,相关的计算结果将在后续的文章中逐步报

道.
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